Grundlagen der Logik in der Informatik WS 2019

Ubungsblatt 2
Abgabe der Losungen: Mo 4.11-Do 7.11

Aufgabe 1 Mengendiagramme (Prasenzaufgabe)

Mengendiagramme bieten einen graphischen Weg, Wahrheitsbelegungen zu definieren:

Social
Intellidgence Dweeb Ineptitude

Nerd
Geek Dork

Obsession

Ein Punkt im Diagramm definiert eine Wahrheitsbelegung x wie folgt: K(A) = T, wenn der
Punkt zu dem mit A gekennzeichneten Bereich gehort, und andernfalls k(A) = L.

Achtung: Die Beschriftungen sind wie folgt zu lesen: Die Beschriftungen der Kreise gehoren
zu den gesamten Kreisen, auch zu den Bereichen, die sich mit anderen Kreisen iiberschneiden.
Alle weiteren Beschriftungen gehéren nur zu den Bereichen, in denen sie stehen. Beispielsweise
gehort ein Punkt im Bereich “Dweeb” auch zum Bereich “Intelligence”, nicht aber zum Bereich
“Nerd”.

Seien I, 51,0, Dw, Do, G, N aussagenlogische Atome, die dem jeweiligen Bereich des gegebenen
Diagramms entsprechen.

1. Gelten die folgenden Formeln unter allen Wahrheitsbelegungen x, die sich geméfl der
gerade gegebenen Definition im obigen Diagramm wiederfinden?
(a) DwV GV Do;
(b) (GV SI)— (=0 A Dw);
(¢) I = ((DwAG)V—Do).
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2. Welche dieser Formeln sind giiltig?

3. Finden Sie fiir jede der folgenden Formeln eine Wahrheitsbelegung x, die die jeweilige
Formel erfiillt, und eine Wahrheitsbelegung «, die sie nicht erfiillt. In beiden Féllen muss
k im obigen Diagramm vorkommen.

(a) (GV Dw) — Do;
(b) IV SIVO;
(¢) INO)V (=DoA Dw)V (=Dw A Do).

Aufgabe 2 Schaltkreise und Induktion (Prasenzaufgabe)

Wir betrachten Schaltkreise, die aus mit Kabeln verbundenen Schaltern bestehen. Jeder Schal-
ter ist dabei entweder mit einem Buchstaben (z.B. A) oder mit einem negierten Buchstaben
(z.B. =A) markiert. Wir nennen die mit A (bzw. = A) markierten Schalter A-Schalter.

Die Markierung soll im folgenden Sinne als eine physikalische Beziehung verstanden werden:
Schalter, die mit demselben Buchstaben gekennzeichnet sind, befinden sich immer in gleicher
Position, d.h. sind entweder alle eingeschaltet oder alle ausschaltet; Schalter, die mit einem
negierten Buchstaben gekennzeichnet sind, befinden sich immer in der entgegengesetzten Posi-
tion zu den Schaltern, die mit dem entsprechenden Buchstaben ohne Negationssymbol markiert
sind.

Die Frage, wann zwischen zwei gegebenen Punkten in einem solchen Schaltkreis Strom flief3t,
kann als eine aussagenlogische Formel ausgedriickt werden. Beispielsweise entspricht der Schalt-
kreis

-A B
A A
0—0—/ 0
B -B

der Formel (mFAANB)V AV (BA-B))AA.
Wir behaupten ohne Beweis, dass jeder solche Schaltkreis (modulo Verkiirzung oder Verldnge-

rung von Anschlulkabeln) auf die folgende Weise induktiv konstruiert werden kann:

e Ein Schalter ist ein Schaltkreis; ein Kabelabschnitt sowie ein durchtrennter Kabelab-
schnitt sind jeweils ein Schaltkreis.

e Seien X und Y Schaltkreise; dann sind die sequentielle und die parallele Komposition
von X und Y, definiert durch die Schaltdiagramme

(*)




1 Punkt

1 Punkt
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ebenfalls Schaltkreise.

Damit erhélt man folgendes Induktionsprinzip:

Induktionsprinzip fiir Schaltkreise: Eine Eigenschaft P gilt dann fiir alle Schaltkreise, wenn
sie fiir alle einzelnen Schalter, alle Kabelabschnitte und alle durchtrennten Kabelabschnitte gilt
(Induktionsanfang) und, wenn sie fiir Schaltkreise X und Y gilt, dann stets auch fiir die beiden
Schaltkreise in Diagramm (x) gilt (Induktionsschritt).

Geben Sie ein Verfahren an, das aus einem Schaltkreis X einen Schaltkreis X’ konstruiert,
so dass genau dann Strom durch X flieBt, wenn kein Strom durch X’ fliet. Beweisen Sie die
Korrektheit Threr Konstruktion mittels des obigen Induktionsprinzips.

Aufgabe 3 Krankheiten Googeln (5 Punkte)

Betrachten Sie das folgende Mengendiagramm:

Krankhbeiten googeln

Schlaganfall Konzentra-
Kopf- g i
tionsschwie-
schmerzen ; i
rigkeiten
leichte
Erkaltung
Lungen- Herz-
entztindung infarkt

Schmerzenin
der Brust

Bearbeiten Sie die folgenden Aufgaben, wobei wir das Diagramm — wie in Aufgabe 1 — derart
interpretieren, dass die Schnittmengen der mit “Schlaganfall”, “Herzinfarkt” bzw. “Lungen-
entziindung” bezeichneten Mengen mit der Menge “leichte Erkiltung” allesamt jeweils die
leere Menge sind (d.h., die leichte Erkéltung ist weder Schlaganfall, noch der Herzinfarkt, noch
die Lungenentziindung).

(a) Fiihren Sie aussagenlogische Variablen fiir die jeweiligen Bereiche des Diagramms ein und
formalisieren Sie die folgenden Aussagen:

(a.1) Kopfschmerzen, die nicht mit Lungenentziindung verbunden sind, bedeuten entwe-
der einen Schlaganfall oder eine leichter Erkéltung (aber nicht beides!)

(a.2) Bei Schmerzen in der Brust kann man nicht gleichzeitig Kopfschmerzen und Kon-
zentrationsschwierigkeiten dazu haben;
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(a.3) Kopfschmerzen ohne Lungenentziindung kénnen nur Schlaganfall oder leichte Erkdltung Punkt
bedeuten.

(b) Finden Sie fiir jede dieser Formeln eine Wahrheitsbelegung k, die einem Punkt im Dia~- 1 Punkt
gramm entspricht und die Formel erfiillt (falls solch eine Wahrheitsbelegung existiert).

(c¢) Finden Sie fiir jede dieser Formeln eine Wahrheitsbelegung , die einem Punkt im Dia- 1 Punkt
gramm entspricht und die Formel nicht erfiillt (falls solch eine Wahrheitsbelegung exis-
tiert).

Aufgabe 4 Subjektive Aussagen (3 Punkte)

In der Vorlesung haben Sie BNF mit nur einem nichtterminalem Symbol kennengelernt. Wir
heben den Begriff nun auf die iibliche Allgemeinheitsebene an: es gibt beliebig viele (im unten zu
behandelnden Beispiel drei) nichtterminale Symbole N, und fiir jedes hat man eine definierende
Zeile der Form

N:=B1|--| By

mit By,...,B, € (NUT)*, wobei wieder N die Menge der nichtterminalen und 7' die Menge
der terminalen Symbole ist. V6llig analog zur Situation mit nur einem nichtterminalen Symbol
ist eine solche Zeile dahingehend zu verstehen, dass man in einem gegebenen String iiber N UT
jedes Vorkommen von n durch eines der B; ersetzen darf; die Instanzen von n sind dann die
Strings iiber T, die sich durch endlich viele Ersetzungen dieser Art aus n herleiten lassen.

Man betrachte die folgende Erweiterung der Grammatik der Aussagenlogik in BNF:

¢ =1
Y =00 | Qo & ¢
o :=NY | ME | those who %

Sind die folgenden Ausdriicke Instanzen von ¢?

(a) IO NY & NY © ME. 1 Punkt
(¢) TQ those who QO ME & those who I Q. 1 Punkt

Begriinden Sie Thre Antworten.

Aufgabe 5 Schaltkreise und Logik (12 Punkte)

Wir betrachten noch einmal die Schaltkreise aus Aufgabe 2. Zwei solche Schaltkreise betrachten
wir als dquivalent, wenn bei gleicher Stellung aller Schalter entweder in beiden Schaltkreisen
oder in keinem der beiden Schaltkreise Strom flief3t.

(a) Begriinden Sie, dass fiir jeden Schaltkreis X und jeden Buchstaben A die Schaltkreise 1 Punkt
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8 Punkte
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dquivalent sind.

dquivalent sind.

in Normalform ist, wenn A weder in X; noch in X5 vorkommt und sowohl X als auch
X5 in Normalform sind. Zudem sind Kabelabschnitte bzw. durchtrennte Kabelabschnitte
in Normalform. Beweisen Sie mithilfe von (b), dass es zu jedem Schaltkreis einen &qui-
valenten Schaltkreis in Normalform gibt. Hinweis: Verwenden Sie Induktion iiber die
Anzahl der Schalter-Buchstaben im gegebenen Schaltkreis. Eventuell ben6tigen Sie das
Verstérkungsprinzip aus Aufgabe 3 von Ubungsblatt 1, um schliefen zu kénnen, dass das
Verfahren die Anzahl von Schalter-Buchstaben nicht erhoht. Argumentieren Sie, dass (b)
unter so einer Verstédrkung giiltig bleibt.

und

und

(c) Wir sagen, dass ein Schaltkreis

o—q»—/i

—A

A

(b) Verwenden Sie das Induktionsprinzip aus Aufgabe 2, um zu beweisen, dass fiir jeden
Schaltkreis X und jeden Buchstaben A zwei (moglicherweise unterschiedliche) Schalt-
kreise X7 und X existieren, in denen A jeweils nicht vorkommt, so dass

X1

-A

A
o—o—/ X1
-A
Xo

(d) Bringen Sie den folgenden Schaltkreis in Normalform:

-C
—-A C
L~ 4',—/
-B B
I qi—
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Achtung: Geben Sie alle Zwischenschritte an.

Hinweis: Als Vorbereitungsschritt, versuchen Sie den gegebenen Schaltkreis topolo-
gisch dquivalent neu aufzuzeichnen, damit es offensichtlich ist, wie er anhand der Regeln

aus Aufgabe 2 ableitbar ist.



