Grundlagen der Logik in der Informatik WS 2018

Ubungsblatt 11
Abgabe der Losungen: 31.01, 14:00

Aufgabe 1 Die Natiirlichen Zahlen
als Modell (Prasenzaufgabe)

Es sei N die Menge der natiirlichen Zahlen einschliellich 0, also N = {0, 1,2, ...}. Stellen Sie N
als ein Modell einer Signatur dar, die aus den folgenden Symbolen besteht:

e cine Konstante (also ein nullstelliges Funktionssymbol) 0;
e cin einstelliges Funktionssymbol s fiir die Nachfolgeroperation: s(0) = 1, s(1) = 2, usw.;

e zwei bindre Funktionssymbole + und x fiir Addition und Multiplikation, geschrieben als
Infixoperatoren mit der iiblichen Prizedenz.

Wir erinnern uns an die folgenden Axiome der Peano-Arithmetik von Ubungsblatt 8:
PA;. Vz (=(0 = s(x)));

PAy. Va,y (s(z) = s(y) = = =y);

PA3. Vo (x40 = x);

PAy. Va,y (x + s(y) = s(x 4+ y));
PA5. Vz (2 x 0 =0);

)i
PAg. Va,y (x x s(y) =z X y + z);

PA7' vyla"'ayn (qb(ovylaayn) AVz (¢(x7yla"'7yn) — ¢(S(x)7y17"'7yn))
— Ve gb(a:,yl,...,yn)).

(a) Die Axiome PA;-PA7 gelten fiir N, d.-h. N ist ein Modell der Peano-Arithmetik, das
sogenannte Standardmodell. Uberpriifen Sie beispielsweise, dass PAy und PAg iiber N
gelten.

(b) Uberpriifen Sie, ob N = Va,y (z4+y =0 — (z =0Ay = 0)) gilt.

Aufgabe 2 Natiirliche vs. reelle Zahlen (Prasenzaufgabe)

Beweisen Sie, dass die nicht-negativen reellen Zahlen R unter den gleichen Interpretationen
von 0, s, + und x (d.h. s(x) = x + 1, + wird als Addition, x als Multiplikation und 0 als 0
interpretiert) kein Modell der Peano-Arithmetik sind. Finden Sie dazu ein Peano-Axiom, das
iiber R™ nicht gilt.
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Aufgabe 3 Modellierung gerichteter Mengen (20 Punkte)

Wir betrachten in dieser Aufgabe gerichtete Mengen, d.h. Modelle, die die folgenden Axiome
erfiillen:

Reflexivitiit: Vz (R(z,z)) (1)
Transitivitit: Vz,y,z (R(z,y) AR(y,2)) — R(z, 2)) (2)
Ezistenz einer oberen Schranke: Vz,y (3z (R(z,2) AR(z,v))) (3)

Im Sinne von Aufgabe 5, Ubungsblatt 10, sind gerichtete Mengen also Priordnungen, die
zusétzlich (3) erfiillen.

(a) Zeigen Sie mittels Resolution, dass die obigen Axiome zusammen mit der Formel

Va (Jy (-R(z,y))) (4)
die folgende Eigenschaft implizieren:
Ve (Jy (R(y, ) A —R(z,y))) (5)

(b) Berechnen Sie die Semantik der Formeln (1)—(4) im Standardmodell der natiirlichen Zah-
len aus Aufgabe 1., d.h. in N; verwenden Sie dabei die folgende Interpretation von R:

N[R] = {(z,y) € N x N | z ist groBer oder gleich y}.

Berechnen Sie dabei die Semantik der Formeln jeweils Schritt fiir Schritt, entsprechend
den Definitionen aus der Vorlesung. Erldutern Sie die intuitive Bedeutung der Ergebnisse
von Teilaufgabe (a) in Bezug auf dieses Modell.

(c) Bilden Sie ein Modell, das R interpretiert und das die Axiome (1)—(4) erfiillt, aber im
Gegensatz zu Teilaufgabe (b) mindestens zwei unvergleichbare Elemente a und b enthélt;
dabei sind a und b unvergleichbar g.d.w. weder R(a,b) noch R(b, a) gilt.

Aufgabe 4 Bonusaufgabe: Unendliche Modelle (45 Punkte)

Wir betrachten erneut die Axiome (1)-(4) aus Aufgabe 3. Beweisen Sie, dass diese Axiome
zusammen in keinem endlichen Modell erfiillt sein koénnen.
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