Theorie der Programmierung, SS 2019 7.cs Christoph Rauch, Ulrich Dorsch

Ubungsblatt 5

Abgabe der Losungen: Do, 06.06., 12:00 im Briefkasten am blauen Hochhaus

Prisenzaufgaben

Zur Notation

Wir schreiben A-Terme den folgenden Regeln entsprechend abgekiirzt:

e Applikation ist links-assoziativ.
Beispielsweise kiirzen wir ((z(yz))u)v zu z(yz)uv

e Abstraktion reicht so weit wie méglich.
Beispielsweise kiirzen wir Az.(z(Ay.(yx))) zu Az.z(Ay.yz).

e Aufeinanderfolgende Abstraktionen werden zusammengefasst.
Beispielsweise kiirzen wir Az.\y.\z.yx zu Axryz.yx.

Ubung 1 a-Aquivalenz und $-Reduktion

1. Entscheiden Sie fiir jedes der folgenden Paare von A-Termen, ob die Terme jeweils a-
dquivalent zueinander sind:

(@) Ary.zy :; AUV UV
(b) A\zy.xy =., Auv.vu
(© (A\z.zx)\y.yy) =), A\z.xz)(Az.ax)

2. Entscheiden Sie in jedem der folgenden Faille, ob der jeweilige Reduktionsschritt eine
zuldssige S-Reduktion darstellt:

(@) (Azyz.zyz)(Ay.yy) =5 Ayz.(Ay.yy)yz

®) ( )

() (\zyz.zyz)(yy) —>6 Ayz.(uu)yz
(

)
Aryz.ayz)(yy) — 5 Ayz.(yy)y>
)
(d) (Azyz.zxy((Au.ux)(yy)))uv %,'6 (Azyz.zy((yy)z))uv

fJbung 2 We Are Not Anonymous (Functions)

Funktionale Programmiersprachen wie zum Beispiel HASKELL oder ML erweitern den \-Kalkiil
(bzw. getypte Fragmente des A-Kalkiils) um verschiedene Konstrukte. Insbesondere werden De-
finitionen verwendet, um Funktionen zu benennen. Beispielsweise konnen wir die folgenden drei
Gleichungen angeben:

flip=Afxy.fyx

const = Axy.x

twice = Afx. f (fx)
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und sie als — von links nach rechts zu lesende — Reduktionsregeln betrachten, die bei der Auswer-
tung eines \-Terms angewendet werden konnen. Um sie von (3-Reduktionen zu unterscheiden,
werden solche Reduktionen als §-Reduktionen (“5” wie “Definition”) bezeichnet. Beispielsweise
ist mit den obigen Definitionen die folgende Reduktion moglich:

(M. fu) const =g constu —5 (Axy.x) u —g A\y.u

Hinweis: Fine derartige Reduktion, bei der sowohl - als auch 0-Schritte vorkommen kénnen,
bezeichnen wir ab sofort mals 3§-Reduktion.

1. Ermitteln Sie die S5-Normalformen der folgenden Terme:

(a) flip const twice
(b) twice flip
2. Tatséchlich ist es in den angegebenen Programmiersprachen praktischerweise auch moglich,

Funktionsargumente auf der linken Seite einer Funktionsdefinition anzugeben. Die obigen
Definitionen wiirden dann beispielsweise wie folgt geschrieben werden:

fipf=Axy.fyx
constxy =X

twice fx = f (f x)

Die mit diesen Definitionen verbundenen Reduktionsregeln sind nun nicht mehr offen-
sichtlich; deshalb verwenden wir Groffbuchstaben F', X, Y, um Variablen, die in einem
Term vorkommen, von Variablen, die durch eine Abstraktion gebunden werden konnen,
zu unterscheiden. Aulderdem verwenden wir zur Verdeutlichung explizite Klammerung:

flip F =5 (AxYy. fy ) [F/f]
(const X) Y —5 x[X/x, Y/y]
(twice F) X —5 (f (F ) [X/x, F/f]

Entscheiden Sie, welche der folgenden A-Terme beziiglich dieser neuen Definitionen (34-
Normalformen sind:

(@) Ax. flipx

(b) \x. constx

(c) const flip twice

Ubung 3 Church-Numerale

Funktionale Sprachen fiigen weiterhin eingebaute Typen (built-in types) zum A-Kalkiil hinzu und
erlauben auch die Definition von benutzerdefinierten Typen (user-defined types). Diese Typen
konnen jedoch prinzipiell allesamt unter Einsatz der sogenannten Church-Kodierung direkt als
A-Terme kodiert werden.

Eine natiirliche Zahl n wird durch einen A\-Term [n| kodiert, der eine gegebene Funktion f
wiederholt n-mal auf einen Startwert a anwendet, was wir informell als n “Iterationen” von f
startend bei ¢ ansehen konnen:

[n]:=Afa. f(f(f(...fa)))) )
Wir kodieren dies einheitlich wie folgt:

2
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zero = Afa.a
succn = A\fa.f(nfa)

one = Succ zero
two = succ one
three = succ two
four = succ three

1. Zeigen Sie, dass fiir jede natiirliche Zahl n gilt: succ [n] —7%; [n + 1].

2. Definieren Sie die Addition und Multiplikation natiirlicher Zahlen beziiglich dieser Kodie-
rung. Vervollstandigen Sie also die folgenden Definitionen:
add nm = ...

multnm = ...

derart, dass fiir alle x und y gilt:

add [z][y] —3s [z +y] mult [z][y] =35 [z -yl
HAUSAUFGABEN
Ubung 4 «-Aquivalenz und $-Reduktion II (8 Punkte)

1. Entscheiden Sie fiir jedes der folgenden Paare von A-Termen, ob die Terme jeweils a-

aquivalent zueinander sind und begriinden Sie Thre Antwort:
@ Af.fQayyz) = Ayy(Afa.af)

) (Afgz.f(My.g2y)) = (A\gfy-9(Ny-fyy))

© (Azy.(Az.zw)yz) =, (A\zy.(Ay.yy)yz)

2. Entscheiden Sie in jedem der folgenden Fille, ob der jeweilige Reduktionsschritt eine
zuldssige $-Reduktion darstellt. Falls nein, geben Sie stattdessen eine giiltige 3-Reduktion
an. Falls ja, begriinden Sie Thre Antwort.

@ Afz.fxf)(M\y.zz) —>; M. (Ay.xzx)v(Ay.xz)
(b) (Afgh.ghf)(vv) =5 Afg.g(vo)f
(@) (Azyz.zy((Auuz)(yy)))uv —>; (Azuz.zu((yy)x))uv

3. Die folgenden \-Terme haben eindeutige S-Normalformen. Finden Sie diese und geben Sie

jeweils eine vollstandige Herleitung der Normalform an.

Hinweis: Die Normalformen sind “eindeutig”, wenn wir die Namen gebundener Variablen
ignorieren (d.h. eindeutig modulo a-Aquivalenz).

@ (Mfzy.f(fy)(zz))(Auv.u)
d) A fgx.(Az.f(x2))(g9z))(Ar.gr)(Nz.2)22
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Ubung 5 Church-Kodierung (4 Punkte)

Um alternativ einen Wert vom Typ A oder vom Typ B zuriickzugeben, werden in funktionalen
Sprachen haufig Summentypen A + B verwendet. Beispielsweise ist ein Element vom Typ A + B
entweder ein Element vom Typ A oder ein Element vom Typ B, wobei eindeutig gekennzeichnet
ist, welche Alternative vorliegt. Die Primitiven fiir solche Typen konnen im A-Kalkiil folgender-
mal3en kodiert werden:

inta=Xfg.fa
inrb=Xfg.gbh
case =\ fgs.sfg

Zeigen Sie, dass fiir alle A\-Terme s, t und v gilt:

case s t (inl uw) —>E§ su case s t (inr u) —>25 tu

Ubung 6 7-Reduktion (8 Punkte)

Zusétzlich zur S-Reduktion, die das Einsetzen von Termen fiir gebundene Variablen in A\-Termen
beschreibt, kann man noch die Ansicht vertreten, dass ein Term ¢ dieselbe Funktion beschreibt
wie der Term \z. tz, also eine Aquivalenz

Ar.te =, t (x € FV(1))
einfithren (dhnlich wie bei a-Aquivalenz). Zugehorig ist eine Reduktionsregel

Ax.te —, t (x & FV(1)).

1. Nach einem Theorem von Bohm gibt es fiir zwei in Bezug auf n-Reduktion unterschied-
liche Terme ohne freie Variablen s und ¢ ein n € N und Terme u,...,u, (ebenfalls ohne
freie Variablen), sodass

SUL ... U TY <—>E,7:r

tuy.. . upTY <5, Y

Finden Sie ein n sowie passende u;, i = 1...n, um [0] und [1] auf diesem Wege zu unter-
scheiden. Hinweis: n-Reduktion konnte bei der Suche nach geeigneten Termen hilfreich
sein.

2. Seinun I = Az.x. Zeigen Sie, dass wir auch mit romischen Zahlen rechnen konnen:

add I T %, [2].

3. Gegeben seien die A-Terme (sogenannte Kombinatoren) B = Afgx.f(gz) und C = A fxy. fyx.
Zeigen Sie, dass BOC' «»j, 1.
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