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Übungen zur ”Theorie der Programmierung” - SoSe2015 | λ-Kalkül - Wiederholung | Wiederholung 1 2 / 11

Wiederholung aus der Vorlesung

λ-Term

Die Menge der λ-Terme Tλ(V ) über V ist induktiv definiert:

jede Variable x ∈ V ist λ-Term.

Abstraktion: Ist t λ-Term und x Variable, so ist (λx .t) λ-Term.

Applikation: Sind s und t λ-Terme, so ist (s t) λ-Term.

Freie Variablen

Die Menge FV (t) der freien Variablen von t ist induktiv definiert:

FV (x) = {x}
FV (λx .t) = FV (t)− {x}
FV (s t) = FV (s) ∪ FV (t)
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Wiederholung aus der Vorlesung

Kollisionsfreie Substitution

Die kollisionsfreie Substitution sσ ist induktiv definiert:

xσ = σ(x)

(t s)σ = (tσ)(sσ)

(λx .t)σ = λx .(tσ), wenn σ(x) = x und x /∈ FV (σ(y)) für
y ∈ FV (t) mit σ(y) 6= y ; andernfalls: zuerst Umbenennung
gebundener Variablen per α-Äquivalenz.

α-Äquivalenz

(λx .t) =α (λy .t[y/x ]), wenn y /∈ FV (t).
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Wiederholung aus der Vorlesung

β-Reduktion

Reduktionsregel: (λx .t) x →0,β t, erlaubt insbesondere

(λx .s) t →β s[t/x ]

wobei (λx .s) t als β-Redex bezeichnet wird.

η-Reduktion

Reduktionsregel: λx .y x →η y .

δ-Reduktion

Einsetzen einer Definition eines benannten λ-Ausdrucks (fun = λx .t)

λy .fun→δ λy .(λx .t)
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Übung 1 - α-Äquivalenz und β-Reduktion

Applikation ist links-assoziativ:

x(yz)uv anstelle von ((x(yz))u)v

λ’s reichen so weit, wie möglich:

λx .x(λy .yx) anstelle von λx .(x(λy .(yx)))

Aufeinanderfolgende λ’s werden zusammengefasst:

λxyz .yx anstelle von λx .λy .λz .yx

1 Gelten die folgenden α-Äquivalenzen?

a) λxy .xy =?
α λuv .uv

b) λxy .xy =?
α λuv .vu

c) λxy .xy =?
α λyx .yx

d) (λx .xx)(λy .yy) =?
α (λx .xx)(λx .xx)

e) (λx .x(λy .yy)) =?
α (λx .x(λx .xx))

f) (λx .x(λy .yx)) =?
α (λy .y(λy .yy))
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Übung 1 - α-Äquivalenz und β-Reduktion

2 Handelt es sich um zulässige β-Reduktionen?

a) (λxyz .xyz)(λy .yy)→?
β λyz .(λy .yy)yz

b) (λxyz .xyz)(yy)→?
β λyz .(yy)yz

c) (λxyz .xyz)(yy)→?
β λuz .(yy)uz

d) (λxyz .xyz)(yy)→?
β λyz .(uu)yz

e) (λxyz .xyz)(uu)→?
β λxy .xy(uu)

f) (λxyz .xy((λu.ux)(yy)))uv →?
β (λxyz .xy((yy)x))uv

g) (λxyz .xy((λu.ux)(yy)))uv →?
β (λxuz .xu((yy)x))uv

3 Geben Sie eine vollständige Herleitung der Normalform der
folgenden Terme an:

a) (λxyz .x(zz)y)(λuv .v)

b) (λxy .(λzu.y(uz)x)xx)uvu
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Übung 2 - We are not Anonymous (functions)

Benennung von Funktionen:

flip = λf x y . f y x
const = λx y . x
twice = λf x . f ( f x)

(λf . fu)const→β const u→δ (λx y . x)u→β λy . u

1 Ermitteln Sie die βδ-Normalformen der folgenden Terme:

a) flip const twice

b) twice flip
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Übung 2 - We are not Anonymous (functions)

2 Konkretere Funktionsdefinitionen:

flip f = λx y . f y x
const x y = x
twice f x = f ( f x)

Die zugehörigen δ-Reduktionsregeln:

flip F→δ (λx y . f y x) [ f 7→ F]

(const X) Y→δ x [ x 7→ X, y 7→ Y]

(twice F) X→δ ( f ( f x)) [ x 7→ X, f 7→ F]

Entscheiden Sie, welche der folgenden λ-Terme diesbezüglich
βδ-Normalformen sind:

a) λx . flip x

b) λx . const x

c) const flip twice
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Übung 4 - Church-Kodierung

Kodierung von Typen durch λ-Terme:

1 Boolesche Wahrheitswerte und Funktionen:

true = λx y . x
false = λx y . y
if then else = λb x y . b x y

1 Zeigen Sie für alle λ-Terme s und t:

if then else true s t →∗
βδ s if then else false s t →∗

βδ t

2 Vervollständigen Sie die Definitionen der folgenden Funktionen:

not b = ...
and b1 b2 = ...
or b1 b2 = ...
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Übung 4 - Church-Kodierung

2 Paare:

pair a b = λselect . select a b
fst p = p (λx y . x)
snd p = p (λx y . y)

Schreiben Sie eine Funktion swap, welche die beiden Komponenten
eines gegebenen Paares austauscht, sodaß für alle λ-Terme s und t:

fst (swap (pair s t)) →∗
βδ t snd(swap (pair s t)) →∗

βδ s
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Übung 4 - Church-Kodierung

3 Church-Numeral: dne := λfa. f (f (f (. . . f︸ ︷︷ ︸
n

a))))

zero = λf a . a
succ n = λf a . f (n f a)
one = succ zero
two = succ one
three = succ two
four = succ three

1 Zeigen Sie für alle n: succ dne →∗
βδ dn + 1e.

2 Definieren Sie add, mult, exp, so daß für alle x und y gilt:

add dxedye →∗
βδ dx + ye mult dxedye →∗

βδ dx · ye
exp dxedye →∗

βδ dxye

3 Definieren Sie eine Funktion isZero , so daß:

isZero d0e →∗
βδ true isZero dn + 1e →∗

βδ false


