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Kapitel 1

Algorithmik der Aussagenlogik

Wir beginnen am weniger ausdrucksstarken Ende des Spektrums, der Aussagenlogik,
und werfen einen genaueren Blick auf Algorithmen fiir Schlussfolgerung, dquivalenterweise
Erfiillbarkeit, in Aussagenlogik; d.h. wir beschéftigen uns mit SAT-Solving-Algorithmen. Im
einzelnen werden wir folgende Algorithmen behandeln:

e Resolution (Wiederholung aus GLoln)

e DPLL (Davis/Putnam/Loge/Loveland), das den meisten ,,echten® SAT-Solvern zugrun-
deliegende Verfahren (ein weiteres Verfahren, das wir hier aber nicht besprechen, ist der
Stalmark-Algorithmus)

e Tableaux (ein im SAT-Solving eher nicht verwendetes Verfahren, das wir aber als Grund-
lage fiir Algorithmen in der Beschreibungslogik brauchen).

1.1 Aussagenlogik

Wir erinnern an die Syntax und Semantik der Aussagenlogik. Zur leichteren Definition von
Normalformen nehmen wir von Anfang an Disjunktion mit in die Sprache auf:

Q=L TIpl=d[oAY [PV (peA#0)

Modelle sind Wahrheitsbelegungen « : A — 2 = {1, T}. Erfilltheit ist (wie schon in der
Pridikatenlogik) eine Relation = zwischen Modellen und Formeln, rekursiv definiert durch

KEL

KET

kEp < k() =T

K9 < KEd
KEONY < kKEJund Kk =9
KEOVY < K E ¢ oder k | 1.

Wir definieren

¢ erfillbar < 3Ik.k = ¢
¢ giiltig < Vk.k E ¢



und haben dann

¢ erfiillbar <= —¢ nicht giiltig
¢ gliltig <= —¢ nicht erfiillbar.

Ferner ist eine Formel 1 eine logische Folgerung aus einer Menge ® von Formeln (¢ | ),
wenn jede Wahrheitsbelegung, die alle Formeln in & erfiillt, auch ¢ erfiillt. Aus BFS ist
bekannt:

Theorem 1 (Cook). Efillbarkeit in Aussagenlogik ist NP-vollstindig.

Wir benétigen elemntare Komplexitéitstheorie wie aus BFS bekannt. Generell ist ein
(Berechnungs-)Problem eine Teilmenge der Menge ¥* der Worter iiber einem Alphabet 3, und
eine Komplexititsklasse einfach eine Menge von Problemen. Wenn C eine Komplexitatsklasse
ist, bezeichnen wir mit coC die Komplementirklasse {3*\ A | A € C}; insbesondere hat man

CONP = {¥*\ A| A € NP}

®

Korollar 2. Giiltigkeit in Aussagenlogik ist CONP-vollstindig.

Man mache sich klar, dass NP und CONP nicht in offensichtlicher Weise iibereinstimmen
(definitiver wird es nicht, da ja noch nicht einmal bekannt ist, ob NP # P).

1.2 Normalformen

Die meisten SAT-Solver arbeiten nicht auf beliebigen Formeln, sondern verlangen geeignete
Normalformen, meist die konjunktive Normalform. Wir erinnern an die relevanten Begriffe
aus GLoln:

¢ NNF (Negationsnormalform) <= ¢ erzeugt durch

oY u=pl-p|dAY|dVY
¢ CNF (Konjunktive Normalform) <= ¢ erzeugt durch

L:=p|-p
C:=1]|LVC (Klauseln)
pu=T|CA

Man schreibt CNFs fiir viele Zwecke, insbesondere als Eingaben fiir Algorithmen, oft als
Mengen von Klauseln, die wiederum als Mengen von Literalen geschrieben werden. Zur Un-
terscheidung notiert man dabei die leere CNF als T und die leere Klausel als [J. Dual zur
CNF hat man disjunktive Normalformen (DNF), also Disjunktionen von konjunktiven Klau-
seln, d.h. von Konjunktionen von Literalen.



Normalisierung zu NNF

~($AY) =gV )
~($V ) =~ A~
——$=¢

Normalisierung von NNF zu CNF

PV (AL — (VYA (PVE)
WAV — (V) AV

In schlechten Fallen ist die Grofle einer CNF von ¢ exponentiell in der von ¢. Dies ldsst sich
mittels zusétzlicher Literale zur Abkiirzung von Teilformeln vermeiden; dann ist allerdings
die CNF nur noch erfillbarkeitsiquivalent, nicht mehr logisch dquivalent, zur urspriinglichen
Formel.

Ordered binary decision diagrams (OBDD) Ein BDD ist ein gerichteter Graph mit
einer Wurzel und genau zwei Senken, die mit 0 und 1 gekennzeichnet sind; alle anderen Knoten
sind mit Atomen aus A gekennzeichnet. Aus jedem Knoten (aufler den Senken) starten zwei
Kanten, die mit 0 und 1 markiert sind. Ein BDD berechnet in offensichtlicher Weise einen
Wahrheitswert aus einer Wahrheitsbelegung als Eingabe.

p

\1

N
0

/0/
T
\

1

|
N
0

Ein OBDD ist ein BDD mit der Eigenschaft, dass auf jedem Pfad von der Wurzel zu den Sen-
ken die Atome (so weit sie vorkommen) eine gegebene Reihenfolge (von , kleiner® zu ,grofier
in einer geeigneten linearen Ordnung) einhalten. (Ist obiger BDD ein OBDD?) Eine zentrale
Rolle spielt dabei die Reduktion von OBDDs (Entfernung von Knoten mit irrelevantem Wert;
Identifikation von Knoten, unter denen isomorphe Teilgraphen hingen), wie im folgenden
Beispiel:

= —o—I[a



0 1 10 1 0
L A R
0 0
( )

¢ = (—x1 A 29 A X3 \/(ml/\xg)\/(l’g/\l’g), T < X9 < X3
(Was passiert, wenn man ¢ auf ¢ = (—x1 A —~x2 Ax3) V (21 A x2) V (22 A 23) abéindert?)

Die Komplexitéit der veschiedenen Schlussfolgerungsprobleme und Berechnungsprobleme
in der Aussagenlogik hingt stark von der verwendeten Darstellung ab:

| Giiltigkeit | Erfiillbarkeit | - | A | V
Formeln CoNP NP O0(1) o) o(1)
CNFs Logspace | NP (SAT) | schwer | O(1) | schwer
DNFs CoNP Logspace | schwer | schwer | O(1)
OBDD P P O(1) | mittel | mittel

(In etlichen Fillen héngt hierbei die konstante Laufzeit von Operationen an einer passenden
Représentation von Datenstrukturen auf dem Heap.)

1.3 Resolution

(Siehe GLoln) Der Resolutionsalgorithmus besteht in der erschopfenden Anwendung der Re-
solutionsregel

{ppuC  {-pjuD
cub
auf eine CNF, in dem Sinne, dass man zu einer CNF, die die beiden Klauseln in der Priamisse
enthélt, die Klausel in der Konklusion hinzufiigt. Wir fassen hierbei CNF's als Mengen von
Klauseln und Klauseln als Mengen von Literalen auf.
Der Algorithmus kann auf eine von zwei Weise terminieren:

REs

e entweder (RES) ist irgendwann nicht mehr anwendbar und die dann erreichte CNF
enthélt die leere Klausel [J nicht. Dann ist die CNF erfiillbar.

e Die leer Klausel [J wird irgendwann erzeugt; dann ist die CNF nicht erfiillbar.

Beispiel 3. Die Herleitung

{=r.q,~p} {r,q,~p}
{q,~p} {—=q, p} {u,q,—r} {u,r}
{-p} {—q,p} {u,q} {—u,q}
{—q} {a}




zeigt, dass die aus den Klauseln

{_'Ta q, _'p}a {’I”, q, _'p}a {_'Q7 _‘p}7 {_‘Q7p}7 {U, q'_'r}a {ua T}a {_'ua q}
bestehende CNF unerfiillbar ist.
Wir zeigen kurz die Korrektheit der Resolutionsregel:

Lemma 4. Die Klausel C' U D ist eine logische Folgerung aus C' U {p} und {—p} U D (d.h.
CU{p},{=p}UDECUD,).

Beweis. Sei k = CU{p} und k = DU{—p}; zu zeigen ist dann x = CUD. Wir unterscheiden
zwei Fille:

1. kp)=T=kED=kE=CUD
2. k(pp=L=rkEC=rECUD O

Theorem 5 (Korrektheit des Resolutionsverfahrens). Das Resolutionsverfahren terminiert.
Wenn es die Antwort ,Ja“ liefert, dann ist die Eingabeformel erfillbar. Wenn es die Antwort
»Nein“ liefert, dann ist die Eingabeformel nicht erfiillbar.

Beweis. Terminierung ist klar (mit welcher Zeitschranke?), ebenso mit Lemma 4 die Korrekt-
heit der Antwort ,,Nein“. Wir zeigen, dass die Antwort ,,Ja“ korrekt ist.

Eine CNF ¢ (in Mengendarstellung) heifit resolutionsabgeschlossen (ra), wenn ¢ mit Klau-
seln der Form C'U{p}, D U{—p} stets auch C'U D enthélt, wenn sich also mittels der Resolu-
tionsregel keine Klauseln mehr zu ¢ hinzufiigen lassen. Zu zeigen ist also: Wenn ¢ ra ist und
O ¢ ¢, dann ist ¢ erfiillbar. Wir verwenden Induktion iiber n = |At(¢)|:

Induktionsanfang (n = 0): At(¢) = 0,0 & ¢ = ¢ = () = T, also ¢ erfiillbar.

Induktionsschritt (< n — n): Sei p € At(¢). Setze

o/p={C\{-p}|CedpegC} (,pangenommen p“)
¢/~p={C\{p} | C € p,~p&C} (,¢angenommen —p“)

Dann ist O & ¢/p oder O & ¢/—p, denn sonst: {—p} € ¢ > {p} Poe ¢, Widerspruch.

Ohne Einschrankung sei O ¢ ¢/p. Noch zu zeigen ist: qﬁ/ p ist ra.

Seien also CU{q}, DU{~q} € ¢/p. Dann existieren C, D mit C\{ﬂp} C, D\{-p} = D,
CU{q} DU{~q} € ¢, und p ¢ C U D. Da ¢ ra ist, folgt C UD € ¢ und damit C U D =
(CUD)\ {-p} € ¢/p.

Damit konnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden, haben also xk mit k | ¢/p.
Dann gilt s[p — T] | ¢ (insbesondere ist ¢ wie verlangt erfiillbar):

Sei D € ¢; zu zeigen ist k[p — T] E D.

Fall 1: pe D = klp— T| = D.

Fall 2: p & D = D\ {-p} € 3/p = & |= D\ {~p} = slp = T| = D\ {-p} = wlp > T |=
D. O

Aus dem Beweis ziehen wir folgendes Lemma:

Lemma 6. Eine CNF ¢ ist genau dann erfillbar, wenn mindestens eine der CNFs ¢/p oder
¢/—p erfiillbar ist.

Dieses Lemma ist bereits ein rekursiver Algorithmus, der Backtracking-Algorithmus.



1.3.1 Optimierungen des Backtracking-Algorithmus (DPLL)

Der bekannte DPLL-Algorithmus (benannt nach Davis, Putnam, Loge und Loveland) besteht
einfach im Backtracking-Algorithmus mit folgenden Optimierungen:

Unit Propagation Wenn {L} € ¢ fiir ein Literal L, dann ersetze ¢ durch ¢/L (korrekt per
Lemma 6, da O € ¢/-L).

Pure literal elimination Wenn L ein Literal ist, so dass L ¢ C fiir alle C € ¢, dann ersetze
¢ durch ¢/—=L. Fiir die Korrektheit dieser Umformung ist zu zeigen, dass ¢ genau dann
erfiillbar ist, wenn ¢/—L erfiillbar ist:

»,<=": per Lemma 6.

»=": Sei k = ¢. Dann gilt k = ¢/~L: Sei C' € ¢/~L, also C' = C\ {L} fiir ein C € ¢
mit =L ¢ C. Nach Voraussetzung gilt C'\ {L} = C, also C' = C € ¢ und damit « |= C.

(Moderne SAT-Solving-Algorithmen bestehen in DPLL mit weiteren Optimierungen, z.B.
Backjumping und Clause Recording.)

Beispiel

¢ :Ap.q,—r}Ap,ra} {q, ut, {—u, ~p}, {=p, ¢, v}, {~u, p}, {=p, —q}
o/p:{q,u}, {-~u},{g, 7}, {~q}

Unit Prop. mit —¢: {u}, {-u}, {r}

Unit Prop. mit u: O, {r} ¢

¢/=p = {q,~r} {r,a},{q,u}, {-u}
Unit Prop. mit —u: {q,—r},{r, ¢}, {q}
Unit Prop. mit g: leere CNF, also erfiillbar

Alternativ Pure Literal Elimination?

1.4 Tableaux

Wir fithren jetzt die Tableaumethode zur Entscheidung der Erfiillbarkeit aussagenlogischer
Formeln ein. Anders als die bisher betrachteten Algorithmen spielt die Tableaumethode in
der aktuellen Praxis in der Erfiillbarkeitspriifung aussagenlogischer Formeln keine heraus-
ragende Rolle; wir erweitern die Tableaumethode aber spéater auf Beschreibungslogiken, wo
sie weitgehend das dominierende Verfahren darstellt. Die Methode besteht grob gesagt in
(versuchtem) Modellbau lings der Formelstruktur.

Konkreter sind Tableaux typischerweise Graphen, im aktuellen Fall Baume, deren Knoten
mit Labeln beschriftet sind; damit ist ein Label hier entweder eine endliche Menge von For-
meln, konjunktiv gelesen, oder das Clash-Symbol 1; um Doppeldeutigkeiten zu vermeiden,
schliefen wir daher fiir die aktuellen Zwecke L als Formel aus (die Formel | kénnen wir statt-
dessen als durch p A —p kodiert ansehen). Wir schreiben I', A, ... fiir Label. Ein Label T" £ L
listet Formeln auf, die wir gerade erfiillen wollen; 1 dagegen steht fiir einen fehlgeschlagenen
Versuch, solchermaflen vorgegebene Formeln zu erfiillen.

Fiir Zwecke dieses Abschnitts schrinken wir die Grammatik fiir Formeln zur Vereinfachung
auf

o, n=pl-p|ony  (peA)



ein.
Tableaux werden, ausgehend von einem typischerweise mit der Zielformel gelabelten Wur-
zelknoten, durch erschépfende Anwendung der folgenden Regeln erzeugt:

(A) FI’"Z/’\f (=) F,F_";@ Schreibweise:
P (A ) “" = Vereinigung
) Fa p,—p =
(=) T 6|00 (Ax) — Y= {y}

Der Deutlichkeit halben nennen wir die durch Einsetzen konkreter Formeln und Label fiir I, ¢
etc. in den obigen Regeln entstehenden Objekte Regelinstanzen. An jedem inneren Kno-
ten wird jeweils eine Regelinstanz angewendet, deren Prédmisse mit dem Label des Knotens
iibereinstimmen muss und deren Konklusionen dann die Label der neu erzeugten Kindknoten
werden. Dabei deutet der senkrechte Strich | in Regel (—A) an, dass die Regel mehrere Konklu-
sionen hat und der Baum bei Anwendung dieser Regel also verzweigt. Der Clash | bezeichnet
Abwesenheit einer Konklusion. Die Lesart einer Regel ist jeweils ,,damit die Pramisse erfiillbar
ist, muss eine der Konklusionen erfiillbar sein® (dual zur iiblichen Lesart von Beweisregeln,
die ,eine Formel ist giiltig, wenn sie Konklusion einer Regel ist, deren Pramissen alle giiltig
sind“ lautet); insbesondere besagt also die Regel (Ax) (die Aziomenregel), dass I', p, —~p nicht
erfiillbar ist. Wir bezeichnen den Label eines Knotens n im so entstehenden Baum mit [(n).
Die Blatter n des vollstindig aufgebauten Baums zerfallen in zwei Typen:

e Clash: l(n) = L
o Saturierter Knoten: auf [(n) # L ist keine Regel anwendbar.
Definition 7. Wir definieren erfolgreiche Knoten rekursiv per

. n saturiert n Blatt
n erfolgreich <= ) ]
n hat erfolgreichen Nachfolger n innerer Knoten

Diese Definition erfasst die grundsétzliche Funktionsweise des Tableau-Algorithmus: Der Al-
gorithmus antwortet auf Eingabe ¢ ‘erfiillbar’, wenn ein mit ¢ gelabelter Wurzelknoten ei-
nes Tableaus erfolgreich ist. Der Algorithmus bietet beim Aufbau des Tableus Wahlfreiheit
hinsichtlich der Reihenfolge der Regelanwendungen; ferner muss man nicht alle Zweige des
Tableaus verfolgen, wenn andere Zweige bereits zum Erfolg fiihren. Dies bedeutet unter an-
derem, dass man einen Clash (p vs. —p) zunéchst ignorieren kann; das folgende Lemma hélt
die (relativ offensichtliche) Tatsache fest, dass das auf Dauer nichts bringt:

Lemma 8 (Clash-Lemma). Sei n ein Knoten und p ein Atom, so dass p,—p € l(n). Dann
ist n nicht erfolgreich.

Beweis. Induktion iiber n. Der Induktionsanfang (n Blatt) kommt nicht vor, weil auf n die
Axiomenregel anwendbar ist. Sei also n ein innerer Knoten und m ein Kind von n; wir miissen
zeigen, dass m nicht erfolgreich ist. Wenn [(m) = L, sind wir fertig. Andernfalls entsteht m
durch eine der Regeln (A), (—==) und (—A); in all diesen Regeln werden p und —p von n an m
vererbt, so dass m per Induktionsvoraussetzung nicht erfolgreich ist. O

10



Wir dehnen den Begriff ‘erfolgreich’ auf Label aus:

Definition 9. Ein Label I' # L ist erfolgreich, wenn jede auf I' anwendbare Regelinstanz
eine erfolgreiche Konklusion hat.

(Warum ist das tatséichlich eine Definition?)
Theorem 10. Sei I ein Label. Aquivalent sind
(i) T ist erfolgreich;
(ii) T hat ein erfolgreiches Tableau;
(iii) T ist erfillbar
Beweis. (i) = (ii):

Fall 1: Auf T ist keine Regel anwendbar. Dann ist das Tableau aus nur einem Knoten n mit
l(n) =T erfolgreich.

/
Fall 2: Wir haben I' = I”,%) und eine Regelinstanz ¢ (wobei wir den
A .. | T A,

Fall n = 0 als Clash L verstehen). Nach Voraussetzung existiert ein 4, so dass I, A;
erfolgreich ist. Da A; kleiner ist (genauer gesagt weniger logische Konnektive enthélt)
als ¢, hat TV, A; nach Induktionsvoraussetzung (in einer hier spontan losgetretenen
Induktion) ein erfolgreiches Tableau 7. Wir bauen also ein Tableau der folgenden Form:

T + neuer Knoten n
RN
I'A, TV, A, T A, Tableau, n erfolgreich

/ N\

In diesem Tableau ist I" ein erfolgreicher Knoten.

(il) = (iii): Wir zeigen durch Induktion iiber n, dass fiir jeden erfolgreiche Knoten n in
einem Tableau der Label I(n) erfiillbar ist. Fiir ein erfolgreiches Blatt n erhalten wir eine I(n)

erfiillende Belegung x per
pElln
k(p) = { (n)

1 sonst.

Da [(n) saturiert ist, haben wir k(p) = L fiir —=p € I(n), so dass in der Tat x = l(n).

Ein erfolgreicher innerer Knoten n hat per Definition ein erfolgreiches Kind m; nach Induk-
tionsvoraussetzung haben wir x mit x |= I[(m). Es folgt dann & = [(n) per Fallunterscheidung
iiber die bei n angewendete Regel. Wir fiihren hier exemplarisch nur den kompliziertesten Fall
durch, den fiir die Regel (—=A). Dann hat {(n) die Form I', =(¢ A ) und I(m) o.E. die Form
I', =¢. Nach Wahl von & gilt unter anderem k |= T', zu zeigen bleibt also nur k = —(¢ A 1),
was aber sofort daraus folgt, dass x = —¢ nach Wahl von .

(ili) = (i): Sei k = T'; ferner sei I' =TV, 4 und

I, ¢
T',A;|...| TV, Ay

11



eine auf I' anwendbare Regelinstanz. Durch Fallunterscheidung iiber die Regel sieht man leicht,
dassesdann i € {1,...,k} gibt mit x = A;, und somit natiirlich k = IV, A;. Wiederum fiihren
wir nur den Fall fiir die Regel (—A) explizit durch. In diesem Fall hat v die Form ¢ = =(¢Ax),
und dann k£ =2, A} = =¢, Ay = =x. Da k = (¢ A x), haben wir wie verlangt x = —¢ oder
k = —x. Nach Induktionsvoraussetzung (wieder in einer spontan angefangenen Induktion) ist
dann I', A; erfolgreich, und somit ist I', ¢ erfolgreich. O

Beispiel 11. Wir verwenden die Tableaumethode, um herauszufinden, ob die Formel —(p A
=q) A —=(g A =) A p erfiillbar ist:

—(pA=q) AN=(gN—-r)Ap
“(pA—q),=(gN—r),p

(A)*

_'pv_'(q/\_'r)vp _'_‘CL_'(q/\_'r)ap (_‘_\)
1 q,~(g A=), p A
(_|_‘) q, 1D q,7q,... (_\ )
q,7,p 1

(Welche Antwort lesen wir ab?)

Remark 12. Man entnimmt obigem Satz insbesondere die Aussage, dass die Reihenfol-
ge, in der ich die Regeln anwende, um ein (baumférmiges) Tableau zu bauen, egal ist: Der
baumformige Tableaubegriff, der eine Reihenfolge der Regelanwendungen beinhaltet, erweist
sich als dquivalent zur rekursiven Definition von erfolgreichen Labeln, die effektiv alle Regeln
simultan abhandelt.

Etwas anders ausgedriickt liegt dies daran, dass die propositionalen Tableauregeln mit-
einander kommutieren, d.h. zwei verschiedene Regelanwendungen lassen sich stets wieder
zusammenfiihren: Wenn sowohl IV als auch I’ Konklusionen von Regelanwendungen auf I'
sind, dann ist jede Konklusion I einer Regelanwendung auf IV auch Konklusion nach even-
tuell wiederholter Regelanwendung auf I'” (in welchem Fall braucht man mehrere Regeln?) —
das beruht darauf, dass jede Regelanwendung immer nur eine einzelne Formel zerlegt. Diese
Eigenschaft setzt sich induktiv auf Ketten von Regelanwendungen fort. Wir kénnen also die
Reihenfolge der Anwendung der propositionalen Tableauregeln willkiirlich festlegen.

12



Kapitel 2

Beschreibungslogik

Beschreibungslogiken  sind  der  aktuell erfolgreichste logikbasierte = Wissensre-
prasentationsformalismus. Wir fithren zunéchst die Beschreibungslogik ALC ein, eine
Erweiterung der Aussagenlogik, die sich als Fragment in die spiter behandelte Pradikatenlogik
erster Stufe einbetten lasst. Beschreibungslogiken bieten eine ,,objektorientierte“ Sicht auf
Individuen, indem sie diese Klassen zuordnen und andererseits mit Attributen bzw. Ei-
genschaften versehen, die sie zu anderen Individuen in Beziehung setzen; die Sichtweise ist
hierbei immer [lokal, d.h. Beziechungen werden immer von einem Referenzindividuum aus
gesehen (das sich allerdings wéhrend der Auswertung einer Formel &ndern kann).
Syntaktisches Material Eine Signatur in Beschreibungslogik besteht aus Mengen
e N; von Individuennamen (diesen Aspekt lassen wir allerdings zunéichst einmal weg)

e N¢ von Klassennamen / atomaren Konzepten

e Np Eigenschaften / Rollen(namen).

Syntax Konzepte (,Klassenausdriicke / class expressions“) werden durch die Grammatik
C,Du=1|A|-C|CnD|CUD|3R.C (A€ N¢c,R € Ng)

erzuegt.

Interpretationen Eine Interpretation Z besteht aus

e cinem (Grund-)Bereich (domain), d.h. einer Menge A% # ()
e einer Teilmenge AT C A7 fiir jedes A € N¢; und

e ciner Relation RT C AT x AZ fiir jedes R € Npg.

Semantik Wir interpretieren Konzepte C als Teilmengen CT C AZ, ihre Eaxtension, und
schreiben Z,d |= C fiir d € CT. Extensionen sind rekursiv definiert:

1= (~C)t = AT - C* (cnDyY =c*np?
(AR.C)F ={d € AT |3ec AT.(d,e) € R Ne € CT}
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Beispiel: FhasChild. gingerHaired.
Wir fithren neben existentiellen Restriktionen 3IR.C noch universelle Restriktionen
VR.C := —3R.~C ein. Als Semantik ergibt sich dann

(VR.C)F ={d € AT |Ve € AT.(d,e) € RT = e c C*}

Beispiel: ¥V hasAccount. overDrawn

2.1 Modallogik

Es hat sich herausgestellt, dass ALC in der oben eingefithrten German-DL-Syntax dquivalent
ist zu einer klassischen Modallogik, ndmlich zu multimodalem K bzw. zu K,,, wobei m = |Ng|
die Anzahl der Rollen ist.

Formeln in K, werden erzeugt durch die Grammatik

pu=L|p|l-g| o1 Np2|Cip (pe A iel),

wobei I eine m-elementige Indexmenge ist. Wir definieren ferner [J;¢ := —¢;—¢. Diese Formeln
entsprechen den Konzepten in ALC; wenn N = {Ri,..., Ry}, entspricht hierbei ¢; der
existentiellen Restriktion 3R;, und somit [J; der universellen Restriktion VR;.

Den Interpretationen entsprechen dann Kripke-Modelle M = (F,V), wobei F =
(X, (Ri)ier) ein (multimodaler) Kripkerahmen bestehend aus

e ciner nichtleeren Menge X von Zustinden oder Welten und
e Relationen R; C X x X fiir i = 1,...,m (‘Erreichbarkeit’, ‘Transition’, ‘Ubergang’)

und V eine Valuation V : A — P(X) ist. Die Semantik (Erfulltheit, Extensionen) ist dann
mutatis mutandis gleich.

Beispiel: Die Formel ¢; gingerHaired entspricht dem Konzept 3 hasChild. gingerHaired, wenn
wir R; = hasChild unterstellen.

Worterbuch
Modallogik Beschreibungslogik
Formel Konzept

(Kripke-)Modell | Interpretation

Modalitdat (¢,0) | Restriktion (3R, VR)
Relation Rolle

Erfiillbarkeit Erfiillbarkeit oder Konsistenz

2.2 Terminologien

Beschreibungslogische Wissensbasen formalisieren einerseits Zusammenhénge zwischen Kon-
zepten (,Zu jedem Topf gehort ein Deckel“) und andererseits aus Aussagen iiber konkrete
Individuen (,,John Doe hat Masern“). Wir konzentrieren uns hier auf den ersteren Aspekt,
also die Représentation sogenannten terminologischen Wissens (den zweiten Typ bezeichnet
man als assertionales Wissen). Terminologisches Wissen wird in Form einer TBoz organisiert
(und assertionales in einer ABoz), die im allgemeinsten Fall aus general concept inclusions
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(gcis), d.h. Axiomen der Form C' C D fiir Konzepte C, D besteht. Erfiilltheit solcher gcis wird
fiir Interpretationen als ganzes definiert:

IECcCD:=wctcD?

Wir definieren ferner Axiome C' = D als Abkiirzungen fir C C D A D C C, d.h.
IEC=D&scCct=D*

Beispiel 13.

Grandfather = Male 1 (3 hasChild. Mother LI ShasChild. Father)
Grandfather = Male M JhasChild. JhasChild. T

T = Person — (Male LI Female)

T = VhasChild. Person

Achtung: Fiir die Erfiillbarkeit von Axiomen ist es relevant, dass der Bereich per Definition
nichtleer ist; damit ist z.B. die gci T C 1 unerfiillbar.

Definition 14. Wie angekiindigt definieren wir eine TBox einfach als eine endliche Menge T

von gcis. Ein T-Modell ist dann eine Interpretation Z mit Z = T, d.h. Z |= ¢ fiir alle gcis

¢ € T. Ein Konzept C ist erfillbar iber T, wenn ein T-Modell Z existiert mit CT # ()

(insbesondere ist C' erfiillbar schlechthin, wenn eine Interpretation Z mit C7 # () existiert).
Wir definieren lokale Konsequenz |= per

CED:VI.TECCD;

d.h. C = D, wenn fiir alle Z und alle d € A? mit Z,d |= C auch Z,d |= D gilt. Wir sagen
dann auch, die gci C C D sei giiltig. Ein Konzept C' ist giiltig, wenn T C C giiltig ist. (Damit
ist C C D genau dann giiltig, wenn —C' U D giiltig ist.)

SchlieBlich definieren wir globale Konsequenz oder TBoz-Konsequenz |=,4 per

TE¢pSVIIET=>1E¢
fiir TBoxen 7 und gcis ¢.

Wir kénnen auch eine globale Konsequenzrelation zwischen Konzepten einfithren per C' =,
D:+ {TCC}E, TCD,dh CkE, D wenn fiir jede Interpretation Z mit C* = AZ
auch DT = AZ gilt. Klar ist, dass aus C = D stets C' |4 D folgt. Die Umkehrung gilt nicht:
Z.B. gilt A =, VR. A, aber nicht A |=VR. A.

Die zentralen Deduktionsprobleme (Reasoning Tasks) sind
1. TBox-Konsistenz: existiert ein 7-Modell?
2. Konzepterfiillbarkeit: Ist C erfiillbar tiber 77
3. Subsumption: gilt T =, C T D?

Diese Probleme sind teilweise aufeinander reduzierbar:
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e 1 — 2: T konsistent <& T erfiillbar iiber T
e 2 — 3: C unerfillbar iiber T & T =, CC L
327, CLCD <« CMn-D unerfiillbar iiber 7.

Fiir manche Zwecke muss das Format der TBox in einem der folgenden Sinne eingeschréankt
werden:

Definition 15. Sei 7 eine TBox. T ist klassisch, wenn folgendes gilt:
1. Alle Axiome in T sind Konzeptgleichungen.
2. In C =D e T ist C stets atomar.
3. Die linken Seiten aller C' = D € T sind paarweise verschieden.

(Die Einschrinkung auf Gleichungen ist eigentlich keine: Eine gci A C C' ist dquivalent zu
A=CnA)
Ferner ist 7 azyklisch, wenn T klassisch ist und die durch

AU B:< 3(A=C) e T,B kommt in C vor

definierte Relation U (uses) auf atomaren Konzepten azyklisch ist.

Beispiel 16. Die nur aus dem Axiom
PopularGuy = V hasFriend. PopularGuy

bestehende TBox ist klassisch, aber nicht azyklisch, da PopularGuy U PopularGuy.

Die Kodierung von C durch = wie fiir klassische TBoxen ist natiirlich nicht azyklisch. Den-
noch kénnen wir C auch in azyklischen TBoxen zumindest erfiillbarkeitséiquivalent durch =
emulieren:

Lemma 17. Eine TBox der Form T U {A T C} ist fir Zwecke der Konzepterfillbarkeit
dquivalent (aber natirlich nicht logisch dquivalent) zu T U {A = C 11 A*} fir ein frisches
atomares Konzept A*.

Beweis. Sei D ein Konzept; wir zeigen, dass D genau dann erfiillbar iber 7 U {A C C'} ist,
wenn D erfiillbar iiber T U {A = C 1 A*} ist.

,<=“: Sei T eine Interpretation mit Z = 7 U {A = C 11 A*} und D # . Dann gilt auch
TE=TU{ALCC}, da AT =CTn(A"T C CL.

,=“Sei T = TU{A C C} und DT # (). Definiere Z* wie Z, aber mit (A*)T" = AZ.
Dann gilt weiterhin Z* |= 7 sowie D" # (), da A* in 7 und D nicht vorkommt. Ferner gilt
T* = A = CMA*: da A* nicht in C vorkommt, gilt CZ~ = CZ, also C*" N (A*)T" = CTn AL =
AT = AT wobei wir im vorletzten Schritt verwenden, dass Z = A C C. O
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2.3 Bisimilaritat

Genau wie fiir Logik erster Stufe gibt es auch fiir Modallogik (wir verwenden ab jetzt in der
technischen Entwicklung vorwiegend die Schreibweise und Terminologie der Modallogik; alle
Resultate gelten aber natiirlich genauso fiir Beschreibungslogik) einen passenden semanti-
schen Aquivalenzbegriff, die Bisimilaritit. Wir fithren zuniichst eine schwichere Relation ein,
die eher den Charakter einer Ordnungsrelation hat (allerdings im allgemeinen nicht antisym-
metrisch ist):

Definition 18 (Simulation). Seien 9t = ((X1, R1), V1), My = ((X2, R2), V2) Kripkemodelle.
Eine Relation S C X x X heifit Simulation, wenn fiir alle (z,y) € S gilt:

e zcVi(p) =y e Va(p) firallep € A

o xR = Iy . yRoy' N2/ Sy

x S Yy
R X Ry
x S o/

Der Zustand x ist similar zu y, bzw. y simuliert « (z < y), wenn eine Simulation S mit =Sy
existiert.

Beispiel 19. Man betrachte die wie folgt graphisch dargestellten Kripke-Modelle 91y, 905:

OQ 0— 1loo » 200 » 300
AN
Ny 11 12 -

!

22
Mo

Dann ist S; = {(0,0), (0, 100), (0,200), ...} eine Simulation, aber auch — in der anderen Rich-
tung - SQ = X2 X Xl.

Hieraus gewinnen wir wie folgt den Begriff der Bisimilaritét:

Definition 20. Eine Relation S zwischen Kripkemodellen wie in Definition 18 ist eine Bisi-
mulation, wenn sowohl S als auch

S™={(y,2) | (z,y) € S}

Simulationen sind. Ein Zustand z ist bisimilar zu y (z ~ y), wenn eine Bisimulation S mit
xSy existiert.
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Beispiel 21. Wir betrachten wieder die Modelle 9, M5 aus Beispiel 19. Wir haben gesehen,
dass die beiden Wurzelzustidnde 0 sich gegenseitig simulieren; sie sind aber nicht bisimilar.
Wenn man nédmlich eine Bisimulation S mit 050 hétte, ergébe sich wie folgt ein Widerspruch:

m, M,
0 S 0
| |
0 S 1
| ¢
0 11

Dabei wird im ersten Schritt verwendet, dass S~ eine Simulation ist, und der Widerspruch
ergibt sich im zweiten Schritt zu der Forderung, dass S eine Simulation ist.

Wir zeigen als néchstes, dass der Begriff der Bisimilaritét fiir unsere Zwecke seinen Daseins-
grund erfiillt:

Lemma 22 (Bisimulationsinvarianz der Modallogik). Bisimilare Zustinde erfillen die glei-
chen modalen Formeln.

Beweis. Sei S eine Bisimulation. Wir zeigen

Vr,y. 28y = (v E ¢y | )

per Induktion iiber ¢; es reicht jeweils, ,,=*“ zu zeigen (mit weiterhin ,,<>“ in der Induktions-
voraussetzung). Sei also xSy. Die Booleschen Félle (L, =, A) sind trivial. Die verbleibenden
Félle sind:

e ¢ = p: Sei z = p; dann = € Vj(p) nach Definition der Semantik, also y € Va(p), da S
eine Simulation ist. Es folgt y | p.

e ¢ = Qv Sei x | Q. Dann existiert 2/ mit zRy12/,2' = . Da S eine Simulation
ist, existiert ' mit yRoy’ und 2’'Sy’. Nach Induktionsvoraussetzung folgt v’ |= 1, also
y = Oy O

Beispiel 23. Wir kénnen somit anhand geeigneter modaler Formeln sehr schnell zeigen, dass
die Wurzeln der beiden Modelle aus Beispiel 19 nicht bisimilar sind: Wir haben 95,0 = OO L,
aber My, 0 = OOL.

Beispiel 24. Umgekehrt konnen wir schlieflen, dass Eigenschaften von Zusténden, die nicht
bisimulationsinvariant sind, nicht durch modale Formeln ausdriickbar sind. Z.B. ist die Eigen-
schaft ,,Zustand x erreicht sich selbst* (xRx) nicht bisimulationsinvariant, also nicht durch
eine modale Formel ausdriickbar: Die Wurzeln der beiden Modelle

» . . . . .

sind bisimilar; links ist aber die Eigenschaft erfiillt, und rechts nicht.

Umgekehrt gilt ohne weitere Annahmen im Allgemeinen nicht, dass Zustéande, die die gleichen
Modalformeln erfiillen, bereits bisimilar sind:
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Beispiel 25. Man betrachte die beiden Kripkemodelle

loo 200
09 — — — -

PN N
VN VN
\ \

Die beiden Wurzelzusténde 01,09 sind nicht bisimilar, denn wenn S eine Bisimulation mit
015509 wire, ergibe sich wie folgt ein Widerspruch:

0L — 1§ =+ — i 5
S S S
02 = 1loo = -+ = 100 —

in Worten: Da 0y — 1loo, muss es ein ¢ mit o; — 1¢ und 17 S 1oo geben; es folgt induktiv
schlieBlich 7 S ico, und dann ergibt sich ein Widerspruch, da ico einen Ubergang hat, i aber
nicht. Die Zusténde o1 und oy erfiillen aber die gleichen Formeln, da fiir jede modale Formel
mit Schachtelungstiefe n der Modaloperatoren nur Zustédnde bis zur Entfernung n von der
Waurzel relevant sind.

Unter einer geeigneten Endlichkeitsannahme gilt die bewusste Umkehraussage aber doch:

Definition 26. Ein Modell M = ((X, R), V) heifit endlich verzweigend, wenn fiir jedes z € X
die Menge {2’ | xRz'} endlich ist.

Theorem 27 (Hennessy/Milner). Seien M) = (X1, R1), V1), Moy = ((X2, R2), Va) endlich
verzweigende Kripkemodelle. Wenn x € X1, y € Xy die gleichen Modalformeln erfiillen, dann
gilt x =~ y.

Beweis. Setze
S ={(z,y) € X1 x Xy | x und y erfiillen dieselben modalen Formeln}

Wir zeigen, dass S eine Bisimulation ist; per Symmetrie reicht es zu zeigen, dass S eine
Simulation ist. Sei also z.Sy.

e Seizx € Vi(p),d.h. z = p. Dann gilt nach Voraussetzung auch y = p und somit y € Va(p).
e Sei xR12’. My ist endlich verzweigend; sei also
W [yRoy'} = {1, yn -

Wir miissen zeigen, dass z’/Sy; fiir ein . Wir nehmen fiir Zwecke eines Widerspruchs
an, es gelte —(2/Sy;) fiir alle i. Da modale Formeln negiert werden kénnen, existieren
dann ¢1,..., ¢, mit 2’ = ¢; und y; = —¢; fiir i = 1,...,n. Dann gilt

y EO(E¢L V...V —dy),
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da xSy also auch
zEO(EGLV ...V 2dy)
und somit gemifl der Semantik der Modalitat [

x/ ):_‘(blv'--\/_'d)ﬂm
im Widerspruch zu 2/ |= ¢; fiir alle 1. O

In der Tat gilt noch eine weitere Umkehrung der Bisimulationsinvarianz (Lemma 22), die wir
hier nicht beweisen:

Theorem 28 (van Benthem/Rosen). Sei ¢(x) eine Formel in Logik erster Stufe (in der Signa-
tur der Korrespondenzsprache, die wir auch fiir die Standaribersetzung verwenden, d.h. mit
einem bindren Prddikat und mit undren Pridikaten fir die propositionalen Atome). Wenn
o(z) bisimulationsinvariant ist (d.h. fir My, x1 und My, xo bisimilar gilt My, z1 = ¢(z) <
Mo, 2 = ¢(x)), dann existiert eine modale Formel 1 mit ¢(x) = ST, (¢). Diese Aussage gilt
auch tber endlichen Modellen.

2.4 Tableaux fiir ALC

Wir fithren nunmehr ein Tableausystem zur Erfiillbarkeitspriifung von Konzepten in ALC ein;
das System erweitert einfach das aussagenlogische Tableausystem um die Regel

F7D¢1a cee >D¢n7_'|:|¢0
¢la" '7¢n7ﬁ¢0

wobei wir verlangen, dass I' keine Formel der Form (i enthélt (das ist gegeniiber der unein-
geschrinkt anwendbaren Regel ohne Einschréinkung; warum?)

(=00),

Beispiel 29. 1. {(Op A O—p) ist erfiillbar:

ﬁﬁ(ﬁDﬁp VAN ﬁ|:|p)
5 ()

2. O(¢ — Op), Og,00-p ist nicht erfiillbar:

Dﬂ(q A Dﬁp), —|D—\q, DD—\p
—(¢g AO=p), 7—q,O-p
(g AO=-p), q,0-p
—q,q,-p —=p, q,U-p
1 p,p
1

(=00)
(=)

(=7)
(=00)
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Ein Label I' ist propositional saturiert, wenn keine propositionale Regel auf I' anwendbar
ist, dquivalenterweise dann, wenn I' keine Formeln ¢ A ¢ enthélt, und —+ nur fiir ¥ von
der Form entweder v = ¢ € A mit ¢ ¢ T' oder v = [¢. Dann hat T' also die Form
' = +q,...,£q,, £0¢1,...,£0¢k, wobei £ € {-,—} jeweils fiir Negation oder eben kei-
ne Negation steht und kein ¢; mit zwei verschiedenen Vorzeichen vorkommt.

Ein Label I" heif3t eklatant inkonsistent, wenn q, ~q € I' existieren.

Eine formale(re) Definition von Tableaux ist dann wie folgt:

e Tableaus sind Béume mit gelabelten Knoten; wie bisher bezeichnet I(n) den Label eines
Knotens n.

e Knoten werden unterschieden in

— AND-Knoten: Dies sind die Knoten n, fiir die [(n) propositional saturiert ist; die
Kinder von n entstehen in diesem Fall aus allen anwendbaren Instanzen von (—0J).
— OR-Knoten: Alle anderen Knoten; die Kinder sind in diesem Fall alle Konklusionen

einer ausgewihlten auf den Knoten anwendbaren propositionalen Regel (wie schon
im aussagenlogischen Fall).

Ein Knoten n heifit erfolgreich, wenn
e n ein erfolgreiches Kind hat, wenn n ein OR-Knoten ist

e alle Kinder von n erfolgreich sind, wenn n ein AND-Knoten ist (insbesondere also dann,
wenn n bzw. [(n) sogar saturiert ist, d.h. iiberhaupt keine Regeln mehr auf I(n) an-
wendbar sind).

Lemma 30 (Korrektheit). Wenn L(n) erfillbar ist, dann ist n erfolgreich.

Beweis. Per Induktion iiber die syntaktische Gréfie von L(n). Der Induktionsschritt fiir den
Fall, dass n ein OR-Knoten ist, wird wie im aussagenlogischen Fall abgehandelt. Sei nun
also n ein AND-Knoten. Sei M = ((X,R),V), x € X, x = L(n). Ein gegebenes Kind n’
von n entsteht dann durch Anwendung von (—0) auf O¢y,...,0¢,, "¢y € L(n); dann
L(n') ={¢1,...,Pn,Po}. Wegen z |= —Oeg existiert x R’ mit 2’ = —¢p, und wegen = = O,
gilt dann 2’ = ¢; fiir i = 1,...,n. Insgesamt gilt also 2’ = L(n’). Damit ist L(n') erfiillbar,
nach Induktionsvoraussetzung also n’ erfolgreich. O

2.5 Vollstindigkeit des Tableaux-Algorithmus

Wir haben auch die Umkehrung des Korrektheitslemmas, d.h. die Tableaumethode ist
vollstindig:

Theorem 31 (Vollstdndigkeit). Wenn ein Tableauknoten n erfolgreich ist, dann ist L(n)
erfillbar.

Beweis. Skizze: Wir haben ein Modell von L(n) zu konstruieren. Zusténde des Modells sind
erfolgreiche AND-Knoten; die Zustandsiibergangsrelation lesen wir dann aus den Tableau ab:
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Zustand — 41, ---,4n, 7P1, - - '7_'pk7‘:|¢17 . --D¢m7ﬂD¢17 .- '7_‘le

// \ . 1.A. kein Zustand
¢1? .- -7¢n7 _‘wi

AND AND  AND «— Zustinde

Formal: Fiir Tableauknoten n, m schreiben wir n — m, wenn m Nachfolger von n im Tableau
ist, und spezieller n —_ m, wenn m durch Anwendung von (—0J) entsteht, sowie n — pr, m,
wenn m durch Anwendung einer propositionalen Regel entsteht. Wie iiblich schreiben wir
nR*m, wenn m von n aus iiber beliebig viele (auch 0) R-Schritte geméf einer Relation R
erreichbar ist. Wir halten fest:

Definition 32. Fiir einen Label I' und eine Formel v schreiben wir I" Fpy, 9, wenn v aus
Formeln in T" rein durch aussagenlogisches SchlieBen folgt, d.h. wenn AT — 1 eine Sub-
stitutionsinstanz einer aussagenlogischen Tautologie ist (z.B. =0O¢ Fpr =(d¢p A Ov)). Fiir
einen Label A schreiben wir I' Fpr, A, wenn I' Fpr, A A. (Mit AT bezeichnen wir dabei die
Konjunktion aller Formeln in I'.)

Lemma 33. Wenn n =5, m, dann L(m) Fpr, L(n).

Beweis. Es reicht offenbar, die Behauptung fiir den Fall n — p;, m zu beweisen; in diesem Fall
zeigt man sie einfach durch Inspektion der propositionalen Regeln. Beipielsweise haben wir
den Fall fiir (—A) effektiv im oben angegebenen Beispiel fiir Fp;, abgehandelt. O

Wir konstruieren nunmehr aus einem Tableau ein Kripkemodell 9t = ((X, R), V') per

X ={n | n erfolgreicher AND-Knoten}
nRn' < 3In".n —_on" —=p, 0
n e V(p) < pe L(n)

Das so konstruierte Modell leistet, was es soll:

Lemma 34 (Wahrheitslemma). Fiir jedes n € X gilt M, n = L(n).

Beweis. Da (X, R) ein endlicher Baum ist (diese Eigenschaft erbt (X, R) vom Tableau),
konnen wir Induktion iiber n verwenden. Wir unterscheiden Fille tiber die Form in L(n)
vorkommender Formeln, unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass L(n) propositional satu-
riert ist:

epeln)=neVp)=nkEp

L(n) nicht eklagnt inkonsistent

e —pc L(n) pgLn)=ngV(p)=nE-p

e —[J¢ € L(n). Dann existiert n —_g n/ im Tableaux mit —¢ € L(n’) und n’ erfolgreich.
Da n’ erfolgreich ist, existiert n’ =%, n” mit n” € X und damit nRn”. Nach Lemma 33
gilt L(n") Fpr L(n'), insbesondere L(n”) Fpp —¢. Nach Induktionsvoraussetzung gilt
M, n” = L(n"), also folgt M, n” = —¢. Wegen nRn” haben wir also n = —¢.
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e ¢ € L(n). Sei nRn/, d.h. wir haben n —-o n” —%, n/. Dann gilt ¢ € L(n"). Nach
Lemma 33 gilt L(n") Fpr, L(n"), also L(n') Fpr, ¢, ferner per Induktionsvoraussetzung
n' = L(n'), also n’ = ¢. O

Aus dem Wahrheitslemma folgt sofort die Behauptung des Vollstandigkeitssatzes. O

Da jede Tableauregel den Label verkleinert, ist Terminierung der Tableaumethode klar, d.h.
wir haben

Korollar 35. Erfillbarkeit in K/ALC (ohne T-Box) ist entscheidbar.

Wir erinnern nun an einige Begriffe aus der Komplexitétstheorie: Ein Problem A (also ei-
ne Teilmenge A C {0,1}*) ist in PSPACE, wenn eine Turingmaschine M existiert, die A
entschedet und nur O(p(n)) Bandzellen besucht fiir ein Polynom p (wobei n wie stets die
Eingabegrofie bezeichnet).

Wir behaupten, dass der Tableaux-Algorithmus in PSPACE implementierbar ist. Unter-
stelle dazu eine Strategie, die fiir jeden OR-Knoten eine propositionale Regel auswéhlt. Fiir
AND-Knoten sind alle (—0)-Instanzen , ausgewahlt*.

Wir haben dann einen deterministischen rekursiven Algorithmus SAT(T"), der entscheidet,
ob ein Label I" erfiillbar ist:

SAT(T') & fiir jede ausgewéhlte Regelinstanz L T gilt SAT(I'y) Vv --- V SAT(T,,)
n

Tyl
Wir analysieren den Platzverbrauch dieses Algorithmus. Wie iiblich implementieren wir die
Rekursion mittels eines Stacks. Da jeder rekursive Aufruf die Grofle des Labels verkleinert,
hat der Stack Tiefe O(n). Aus demselben Grund hat ein einzelner Stack Frame Groie O(n);
insgesamt brauchen wir also Platz O(n?)

Achtung: Das Tableau ist insgesamt exponentiell grofl, wird aber nie als Ganzes gespei-
chert.

Wir erinnern abschlieend noch einmal an die Position von PSPACE in der Hierarchie der
wichtigsten Komplexitatsklassen:

P C NP C NPSPACE = PSPACE C EXPTIME # P

2.6 PSPACE-Hirte

Wir haben im vorigen Abschnitt gezeigt, dass das Erfiillbarkeitsproblem fiir K in PSPACE
liegt, d.h. wir haben gezeigt, dass PSPACE eine obere Schranke der Komplexitéit des Pro-
blems ist. Wir zeigen nun, dass PSPACE auch eine untere Schranke ist, d.h. dass das Problem
PSPACE-hart ist. Wir verwenden Reduktion des Auswertungsproblems fiir quantifizierte boo-
lesche Formeln (QBF).

Zur Erinnerung: QBF erweitern die Grammatik fiir einfache boolesche (d.h. aussagenlo-
gische) Formeln um Quantifizierung iiber boolesche Variable X, Y, ...; die Semantik ist wie
erwartet gegeben durch

VX.¢ = ¢[X — T]AG[X — L]
AX.p = VX.~p = ¢[X 5 T]V $[X — 1].
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Wir haben fiir solche Formeln den iiblichen Begriff von freien Variablen (F'V'). Eine geschlos-
sene QBF ¢ (also eine mit FV(¢) = () evaluiert unabhiingig von einer vorab gegebenen
Wahrheitsbelegung zu T oder L. Unser Entscheidungsproblem stellt sich also dar als

TQBF = {¢ € QBF geschlossen | ¢ = T}.
Wir haben offenbar TQBF € PSPACE: die rekursive Funktion

True(l) =1
True(—¢) = = True(¢)
True(¢ A ) = True(¢) A True(v))
True(VX.¢) = True(¢[X — T]) A True(p[X — L])

entscheidet TQBF'; sie benotigt einen linear tiefen Stack und linear grofie Stack Frames, also
Platz O(n?).

TQBF ist aber auch PSPACE-hart. Wir zeigen dies, indem wir die Akzeptenzmenge einer
in polynomiellem Platz laufenden Turingmaschine auf T'QBF reduzieren.

Eine Turingmaschinenkonfiguration in Platz s besteht aus folgenden Daten:

q Zustand der Kontrolleinheit
C = (¢,p,t) mit < p Kopfposition 1 <p<s
t Bandinhalt t@¢ auf Positioneni=1...s

Hierbei benétigt g Platz O(1), p Platz O(log(s)), und ¢t Platz O(s)

Lemma 36. Fiir cine gegebene Turingmaschine M und Platzschranke s existiert eine aussa-
genlogische Formel ¢35, mit |¢5,] € O(s?), die die Ubergange zwischen Konfigurationen von M
in Platz s beschreibt, d.h. fiir zwei solche Konfigurationen C,C" gilt

&3 (C,C") & C geht in M in einem Schritt nach C' iiber.

Beweis. Sei C = (¢,p,t),C" = (¢,p',t'). Dann hat ¢3, die Form

O(log(s))
o3 (C,C") = /\( (g=qoNp=poNtQp= boi — (¢ = nextstate(qo, bo) o(1)
qOGQ,gggélms} A p' = nextpos(qo, bo,po)  O(log(s))
R e A t'@po = nextsymb(qo, bo) o)
A N\ t'@p = tap)) O(s).
~ DP#po o(1)
pe{l,...,s}

Hierbei représentieren die Funktionen nextstate etc. das Verhalten der Kontrolleinheit von M;
z.B. ist eben nextstate(qo, by) der Zustand, der vom Zustand ¢y aus erreicht wird, wenn das
Symbol by gelesen wird. Die Gleichungen ¢’ = nextstate(qo, by) etc. iibersetzen sich in relativ
offensichtlicher Weise in aussagenlogische Formeln der jeweils rechts angegebenen asymptoti-
schen GroBe. Die Gesamtgrofie von ¢3, ist also O(s?). O
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Theorem 37. TQBF ist PSPACE-hart.

Beweis. Sei M € space(p(n)), p Polynom. Dann liuft M in Zeit 290 fiir ein Polynom ¢ (g
ist etwas grofer als p, weil die Anzahl moglicher Konfigurationen, die M durchlaufen kann,
noch die Anzahl Kontrollzustdnde und die Position des Schreib-/Lesekopfs beinhaltet). Wir
konstruieren eine Reduktionsfunktion f von {z | M(x) = 1} auf TQBF (d.h. f: {0,1}* —
QBF, f(z) € TQBF < M(x) =1). Das Grundprinzip der Reduktion ist das folgende:

f(ZC) = (Z)(Cinit,xy Cacc) mit Cinit,a: = (Qinity 17 ZC),
Cace = (qaCC7 1, 1)

(mit der letzten ,,1“ verstanden als Antwort ,ja“), wobei

2<s

#(C,C"Y e MEC == ' (s =q(n))

(mit —=* ist gemeint ,es gibt einen Ubergang in hochstens k Schritten®).

Idee1 ¢(C, C/) =3Cp,...,0p .C=CyNC" = Copt(n)
—_——
exponentiell viele AVi € {O, ey 2° — 1} ((ﬁfw(C,, Ci+1) \Y 07, = Ci+1)
Idee 2 ¢(C,C") = ¢(C,C’) mit ¢5(C,C") = M + C —=2' ¢’ rekursiv definiert:

do(C,C") = (C =C"V ¢3,(C,C"))
$i+1(C,C") =3C". $;(C,C") A ;i (C", C")

Dopplung, also letztlich exponentielle Gréfe

Idee 3 Abkiirzen per V: Aquivalent kénnen wir ¢;,1(C,C’) definieren als
3C" VD1, Ds. [((D1 =C ADy=C")V (Dy =C" NDy =C")) = ¢;(D1, D2)] .

Hier wird ¢; nicht mehr verdoppelt, sondern nur mit einem Prifix der Lange O(s) versehen.
Der Platzverbrauch ist somit insgesamt |¢s| = O(s?), und die involvierten Berechnungen sind
leicht, so dass die Reduktion in Polynomialzeit implementierbar ist. ]

Wir erinnern an die prinexe Normalform: Eine Formel ist in prdnezer Normalform, wenn sie
die Form

Qan---Qle'Cbo, Qna'--an € {V,H}

hat, mit ¢ quantorenfrei. Wie im Falle der Logik ersten Stufe zeigt man, dass zu jeder QBF
eine dquivalente polymoniell grofle prinexe Normalform existiert. Somit bleibt TQBF auch
bei Einschrankung auf prinexe Normalform PSPACE-hart.

Definition Ein Quantorenbaum fir ¢ = Qn X, ... Q1X1.¢9 wie oben ist ein 2-1-Baum uni-
former Tiefe n, dessen Knoten v mit {(v) € {L, T} beschriftet sind, so dass, wenn wir die
Ebenen von der Wurzel her mit n, ..., 0 numerieren, folgende Struktur vorliegt:

1- icend _ 3
e Knoten in Ebene i: verzweigend wenn @);
2-verzweigend wenn @Q); =V
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e Kinder von 2-verzweigenden Knoten haben verschiedene Label

o fiir Pfad v, ... v gilt [X,, = U(vy), ..., Xo — l(vo)] E o

Beispiel: VXQ.Ele (X2 & —X7)

. P2
N
VXQ “X2 — L X2 — T‘v p1
LT L
X, ‘Xl'—>—|— X1'—>Lv Po

1T Tl

(Im Bild sind zur spiteren Verwendung schon propositionale Variablen zur Markierung
der Ebenen angedeutet.) Aquivalenterweise werden Quantorenbdume fiir eine geschlossene
pranexe Normalform ¢ = Q, X, ... Q1X1.¢¢ wie folgt als rekursiver Datentyp definiert:

e n = 0: Der Baum aus nur einem Knoten ist ein Quantorenbaum fiir ¢ = ¢q, sofern ¢q
(in diesem Fall eine rein aussagenlogische Formel ohne Boolesche Variablen, da ¢ ge-
schlossen ist) zu T auswertet.

e n—n+1: Setze ¢ = Q... Q1X1.¢9. Wir unterscheiden zwei Fille:

— @n+1 = V: Ein Quantorenbaum fiir ¢ besteht aus einem Wurzelknoten mit zwei
Kindern, von denen eins ein Quantorenbaum fiir ¢'[T/X,] und das andere ein
Quantorenbaum fiir ¢'[ L/X,,] ist; die jeweiligen Wurzelknoten der Kinder werden
zusétzlich entsprechend mit T bzw. 1 gelabelt.

— @n+1 = 3 Ein Quantorenbaum fiir ¢ besteht aus einem Wurzelknoten mit einem
Kind, das ein Quantorenbaum fiir eine Formel der Form ¢'[b/X,,] mit b € {1, T}
ist; der Wurzelknoten des Kinds wird mit b gelabelt.

Lemma 38. Sei ¢ geschlossene QBF in prinexer NF. Dann gilt: ¢ ist wahr < es existiert
ein Quantorenbaum fir ¢.

Beweis. Wir verwenden die rekursive Variante:
Induktion iiber n. Der Induktionsanfang n = 0 gilt nach der Definition von ‘¢ hat einen
Quantorenbaum’. Wir fithren den Schritt von n nach n + 1 durch:

Sei ¢ = QnXn ... Q1 X100, ¢ = Qni1Xnt1.9".
Fall 1: Q,+1 = V. Dann ist ¢ genau dann wahr, wenn
¢ = ¢ [Xpp1 — T] und
oL = d)l[XnJrl = J—]
beide wahr sind. Nach Induktionsvoraussetzung ist dies genau dann der Fall, wenn ¢+ und ¢ |

Quantorenbdume haben, was wiederum per Definition dquivalent dazu ist, dass ¢ einen Quan-
torenbaum hat. Fall 2 (Q,+1 = 3) ist dhnlich. O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nunmehr die eigentliche Reduktion von K auf TQBF
in Angriff nehmen:

26



Idee fiir die Reduktion Wir kontrollieren die Baumstruktur durch propositionale Atome
Pn, -, P0, die die Ebenen des Baumes darstellen, wobei wieder n die Ebene der Wurzel ist.
Wir konstruieren zu einer geschlossenen préanexen Normalform ¢ = Q, X, ... Q1X1.¢p eine
modale Formel f(¢) mit

¢ hat Quantorenbaum < f(¢) erfiillbar (2.1)

Allgemeiner definieren wir fiir ¢ = 0, ..., n und die Unterformeln ¢; = Q; X; ... Q1 X1. ¢g von ¢
Formeln ; mit folgender Eigenschaft: Fiir jede Substitution x: {X,,..., X;y1} — {L, T} gilt

@ik hat Quantorenbaum < ; A /\ (X; < k(X;)) erfiillbar. (2.2)
j=it+1

=:pf;
Zum Verstandnis beachte man hierbei:
e Die Variablen X,,..., X;41 sind gerade die freien Variablen in ¢;.

e Diese Variablen haben in jedem Knoten in Ebene ¢ eines Quantorenbaums bereits fest-
gelegte Werte; diese Festlegung entspricht oben gerade x.

e ¢;k ist die durch Festlegung von Werten geméfl k aus ¢; entstehende geschlossene For-
mel.

e pl ist eine rein aussagenlogische Formel, die gerade besagt, dass Xii1,...,X, die
durch x vorgegebenen Werte haben (im aktuellen Zustand).

Wir setzen dann f(¢) = f(¢n) = ¥n; da dann k die leere Substitution und pl! = T ist, wird
aus der obigen Invarianten (2.2) gerade unsere eigentliche Reduktionsbedingung (2.1) (da vy,
geschlossen ist, ist 1, genau dann erfiillbar, wenn v,, € TQBF).

Wir definieren 1; per Rekursion iiber . Im Basisfall ¢ = 0 ist ¢g bereits eine modale Formel
(zuféllig ohne Modalitéten), und wir setzen f(¢g) = ¢o. Damit gilt die Invariante (2.2):
Erfiillbarkeit der rechten Seite von (2.2) bedeutet in diesem Fall einfach, dass ¢or (eine
aussagenlogische Formel ohne propositionale Variablen) wahr ist, was per Definition bedeutet,
dass ¢gk einen Quantorenbaum hat.

Im Schritt ¢ — 1 — 4 definieren wir 1; als Konjunktion von

1. p;: Wir sind an der Wurzel.

2. Falls Qz = Opi—l
Wir kommen in die néchste Ebene (wo dann ein Wert fiir X; festgelegt wird).

3. Falls Q; =V: O(pi-1 A Xi) A O(pim1 A X))
Wenn der zur Ebene i gehorige Quantor @); =V ist, gibt es fiir beide moglichen Werte
von X; einen Nachfolger.

4. (X; = Opic1 = X)) A (X = Opic = ~X;)) (G=i+1....n):
die in Ebene 7 schon festgelegten Werte fiir Variablen X; 1, ..., X, werden beibehalten.

5. O(pi—1 — vi-1):
Unter jedem Knoten der nichsten Ebene héingt ein Quantorenbaum.
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Hierbei dienen die p;, dhnlich wie in der Ubungsaufgabe zu exponentiell grofien Modellen, als
Markierung der i-ten Ebene des Quantorenbaums, wobei wir diesmal die Numerierung an der
Wurzel bei ¢ beginnen und zu den Bléttern hin absteigen lassen. Wir halten zunéchst fest,
dass 1), polynomiell gro in der Grofle |¢| der Eingabeformel ¢ ist: Es finden nur linear viele
rekursive Aufrufe via Konjunkt 5 statt; bei jedem rekursiven Aufruf werden nicht-rekursiv die
anderen Konjunkte sowie der im letzten Konjunkt auflerhalb des rekursiven Aufrufs liegende
Anteil O(p;i—1 — (—)) hinzugefiigt. Dominiert wird die Gréfienabschétzung hierbei von den
Konjunkten 4, die zusammengenommen Gréle O(nlogn) haben (es gibt hochstens n solche
Konjunkte, und die Indizes an den propositionalen Atomen brauchen jeweils Platz logn).
Insgesamt ergibt sich somit eine GroBe von O(n?logn + |¢o|), also polynomiell in |¢|. Die
involvierten Berechnungen sind leicht, die Reduktion ldsst sich also in polynomieller Zeit
(sogar in logarithmischem Platz) durchfiihren.

Wir zeigen nun (2.2), genauer zeigen wir bei ,,=“ sogar, dass ¥; A pi. erfiillbar in S4, also
in einem Zustand r in einem Rahmen mit reflexiver und transitiver Ubergangsrelation ist.
Wir verstéarken noch die Induktionsbehauptung dahingehend, dass die Ebenenmarkierung p;
nur in r erfiillt ist.

»=": Man unterscheidet Fille iiber den ersten Quantor @; in ¢;. Wir fithren hier nur den
Fall Q; = V durch; der Fall QQ; = 3 ist sehr dhnlich. Das Modell bekommt eine Wurzel x.
Sei nun T' ein Quantorenbaum fir ¢;x. Wir setzen k, = k[X; — b] fir b € {L, T}. Nach
der rekursiven Definition von Quantorenbdumen hat die Wurzel von T fiir b € {L, T} je
ein Kind, das mit b gelabelt ist und unter dem ein Quantorenbaum 7Tp fiir ¢;_1kp héngt.
Damit existieren nach Induktionsvoraussetzung S4-Modelle 91, in denen jeweils an einem
Zustand x; die Formel ;1 A pf;l erfiillt ist, und in denen jeweils p;_1 nur in x; gilt. Das zu
konstruierende Modell 2 besteht dann aus x, 0, und M, erginzt wie folg:t

e An z erfiillte propositionale Atome sind genau p; und diejenigen X; mit x(X;) = T, fiir
j=1i+1,...,n. Damit gilt wieder die Verstarkung der Invariante beziiglich p;, und x
erfiillt pt.

e Nachfolger von x werden x selbst und alle Nachfolger von x; und z (inklusive | und
a1 selbst); somit ist die Ubergangsrelation wieder reflexiv und transitiv.

Damit erfiillt = per Konstruktion Konjunkte 1 und 5 (letzteres, weil die einzigen Nachfolger
von z, die p;—q erfiillen, z1 und z,; sind), und da x; jeweils pf,;l erfiillt, erfiillt = auch
Konjunkte 3 und 4. Damit erfiillt x wie verlangt auch ;.

,<=“1 Sei M = ((X, R),V) K-Modell mit 9,7 = 1; A p’.. Man unterscheidet wieder Fille
iiber den ersten Quantor @; von ¢;; wir fithren hier (zur Abwechslung) nur den Fall fiir Q; = 3
durch. Nach 2. hat x einen Nachfolger x; mit z;, = p;—1, wobei wir mit b den Wahrheitswert
von X; bei xp, bezeichnen. Nach 5. gilt also zp = 1,1 und nach 4. x}, = pf;, und damit nach
Wahl von b auch z;, |= pi !, mit ry = &[X; — b] wie oben. Nach Induktionsvoraussetzung
hat also ¢;_1kp einen Quantorenbaum 7p; damit hat auch ¢;x einen Quantorenbaum, der
aus einem neuen Wurzelknoten mit einem mit b gelabelten Kind besteht, unter dem 7} als
Teilbaum héngt.

Insgesamt haben wir gezeigt:

Theorem 39. FErfiillbarkeit in L ist PSPACE-hart fiir K C L C S4.

Korollar 40. Das Erfiillbarkeitsproblem in K ist PSPACE-vollstindig.
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2.7 Leichtgewichtige Beschreibungslogik: £L£

Fiir manche Zwecke, insbesondere in Verbindung mit sehr groflen Ontologien, sind Logiken
niitzlich, die tatséchlich effizient, d.h. in Polynomialzeit, l6sbare Schlussfolgerungsprobleme
besitzen. Ein Beispiel einer solchen Logik ist ££, das aus ALC im wesentlichen durch Verbieten
von Disjunktion und Box entsteht, d.h. in modaler Notation (und bei nur einer Rolle/Relation)
durch die Grammatik

¢u=T[ploAY][0o

gegeben ist.

Man sieht leicht, dass jede £ L-Formel erfiillbar ist. Als Schlussfolgerungsproblem betrach-
ten wir daher stattdessen Subsumption (,,gilt ¢ C 7¢).

Fiir Zwecke der theoretischen Diskussion erweitern wir die ££-Syntax wieder um Disjunk-
tion und erhalten positive Formeln, definiert durch die Grammatik

¢ = NP | LoV
wie £L

Wir halten zwei entscheidende Eigenschaften positiver Formeln fest:

Lemma 41. Positive Formeln sind monoton, d.h. wenn (X, R),V),x = ¢ und V(p) C V'(p)
fiir alle p, dann auch ((X,R), V'), z | ¢.

Wir erinnern daran, dass x < y bedeutet, dass y « simuliert, d.h. eine Simulation S mit xSy
existiert.

Lemma 42 (Simulationsstabilitit). Positive Formeln ¢ sind simulationsstabil, d.h. wenn
xRy und x = ¢, dann y = ¢.

Beweis. Sei S Simulation mit xSy. Induktion iiber ¢:
e p: Wenn z = p, dann y |= p, da S eine Simulation ist.
e | T: trivial

e ¢V 1: Wenn z |= ¢ V1, dann 0.E. z |= ¢, per Induktionsvoraussetzung also y = ¢ und
somit y = ¢ V.

e ¢ A1 analog

e O¢: Sei x = O¢. Dann existiert 2’ mit  — 2/, 2’ = ¢. Wir konnen also das iibliche
Viereck vervollstdndigen:

r S Y
AN
2 S v

d.h. es existiert ¥’ mit y — 3’ und 2/Sy’. Nach Induktionsvoraussetzung folgt v’ = ¢
und damit y = Q.

O]
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Die entscheidende Eigenschaft von £L ist nunmehr die Tatsache, dass sich jede £L-Formel
durch ein zu simulierende Modell ersetzen lésst:

Definition 43. Ein punktiertes Modell 901, x heifit Materialisator von ¢, wenn fiir alle 91,y
gilt:
N,y = ¢ genau dann, wenn z =< y.

Lemma 44. Sei MM, x Materialisator von ¢. Dann gilt:

1. Mo .

2. Fiir jede positive Formel 1 gilt ¢ T 1 genau dann, wenn M,z = 1.
Beweis. 1. Folgt unmittelbar aus der Definition, da x < x.

2. ,=“: Unmittelbar aus Teil 1.

,<=“ Sel M,y = ¢, also nach Definition z < y. Dann folgt aus 9, = = ¢ per Simulati-
onsstabilitdt M,y = . O

Teil 2. des Lemmas liefert einen Algorithmus fiir ¢ C 1, der in polynomieller Zeit in der Grofe
von M lauft; explizit: Um zu entscheiden, ob ¢ C 1) (fiir ¢ in ££ und ¢ positiv) giiltig ist, bilde
man den Materialisator 9, x von ¢ (geméfl dem aus dem Beweis von Satz 46 hervorgehenden
Verfahren) und priife dann, ob 9, |= 1. Um zu sehen, dass dies wirklich in Polynomialzeit
funktioniert, braucht man zweierlei: Erstens darf 9 nur polynomiell grof sein, was Satz 46
unten denn auch in der Tat garantiert, und zweitens muss das Modellpriifungsproblem (gilt
M, x = 17?) in Polynomialzeit entscheidbar sein. Das ist es auch (wie?).
Die Definition von Materialisatoren lésst sich zunéchst noch etwas vereinfachen:

Lemma 45. Sei ¢ eine positive Formel und M, x ein punktiertes Modell, so dass Folgendes
gilt:

1. Mz ko
2. Fir alle M,y mit N,y E ¢ gilt < y.
Dann ist M, x ein Materialisator von ¢.
(Die Bedingungen des Lemmas sind offenbar auch notwendig.)

Beweis. Zu zeigen ist nur noch, dass M,y = ¢, sobald z < y; das folgt aber aus der Simula-
tionsstabilitdt von ¢. O

Theorem 46. Jede EL-Formel hat einen Materialisator polynomieller (in der Tat linearer)
Grifle.

Beweis. Wir definieren zu ¢ einen Materialisator 94, x4 per Rekursion {iber ¢. Nach geeig-
neter Umformung hat ¢ die Form

G=p1 A AP AOULA L AU, (R, >0).

Wir konstruieren 9y, x4 als
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fl?¢ - P1y---yDPn

Lapy NN Lapy,
%ﬁwx %ﬁw\
Nach Lemma 45 ist zu zeigen:

L My, 29 = ¢
2. Fiir alle M,y mit N,y = ¢ gilt z < y.

Dies sieht man wie folgt:

1.: Per Invariante der rekursiven Konstruktion gilt z,, = ; fir i = 1,..., k; damit folgt
die Behauptung per obiger Konstruktion von 9,.

2.: Sei M ein Kripkemodell. Wir definieren S C M x N durch

S ={(zg,y) | x4 € M,y = ¢}

und zeigen, dass S eine Simulation ist. Sei also (z4,y) € S. Wir verwenden der Einfachheit
halber die obige Notation weiter (¢, p;, ¥; etc.).

Sei also zunéchst x4 |= ¢ fiir ein propositionales Atom ¢. Dann ist ¢ eines der p;; day = ¢,
gilt insbesondere y = p;, wie verlangt.

Zu zeigen bleibt die Forth-Bedingung fiir eine gegebene Transition x4 — xy,. Da y = ¢,
gilt insbesondere y = Oy, d.h. es existiert ¢’ mit y’ |= 1);. Damit gilt per Definition ., Sy/,
wie verlangt:

o S Y

[

Ty; S .

2.8 TBoxen in £L

Wir beschrénken uns fiir Zwecke von £L£ auf klassische TBoxen (zur Erinnerung: dies sind
TBoxen der Form A; = Cq,As = (C9,..., wobei die A; paarweise verschiedene atomare
Konzepte sind, aber beliebig in den C; vorkommen diirfen). [Man kann in ££ durchaus auch,
unter Beibehaltung der effizienten Entscheidbarkeit, allgemeine TBoxen zulassen, das machen
wir hier nur nicht.] Unsere bisherige Semantik fiir solche TBoxen war deskriptiv, d.h. wir
lassen alle Interpretation der A; zu, so lange sie nur die Gleichungen in der TBox losen.
Fiir Zwecke von £L fithren wir nun eine restriktivere Semantik ein, in der die Definitionen
in der TBox mittels grofiter Fixpunkte interpretiert werden; diese Semantik bezeichnen wir
abkiirzend als die gfp-Semantik (gfp=greatest fixrpoint). Grob gesprochen unterstellen wir also
die grofitmogliche Losung der durch die TBox gegebenen Gleichungen.
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Beispiel 47. In gfp-Semantik definiert die TBox
Lion = dhasParent. Lion

das Konzept Lion als die Menge aller Individuen, von denen aus eine unendliche hasParent-
Kette existiert (also ein unendlicher Pfad ¢ — ¢ — ¢ — ..., wobei — die Interpretation von
hasParent bezeichnet).
Es ergeben sich einige vielleicht etwas unerwartete Effekte; z.B. definiert unter gfp-
Semantik das weitere Axiom
Tiger = JhasParent. Tiger

das Konzept Tiger als dieselbe Menge wie oben Lion (wihrend die beiden Konzepte unter
deskriptiver Semantik verschiedene Extensionen haben kénnen). Das ist aber letztlich nicht
weiter verwunderlich; es wird in den beiden Axiomen eben einfach nicht genug iiber Tiger
bzw. Lowen gesagt.

2.9 Fixpunkte

Unter einem Fizpunkt einer Funktion F' versteht man allgemein eine Losung = der Gleichung
F(x) = x; diese muss (wie schon die obige Diskussion zeigt) keineswegs immer eindeutig
bestimmt sein. In Gegenwart geeigneter Ordnungsstrukturen kann man aber eben in der
Menge der Fixpunkte von F' bestimmte Losungen auszeichnen, etwa den kleinsten oder den
groften. Im folgenden behandeln wir Bedingungen an F' und die unterliegende Ordnung, unter
denen solche grofiten bzw. kleinsten Fixpunkte existieren.

Recall: Ordnungstheorie
e (X, <) Ordnung < < ist reflexiv, transitiv und antisymmetrisch.
e x obere Schranke von A C X (geschrieben z > A) & Vy € A.x > y.
e & Supremum von A (geschrieben z =\/ A) < z kleinste obere Schranke von A.

e (X, <) ist ein wvollstindiger Verband < jedes A C X hat ein Supremum.

Fakten

e In einem vollstindigen Verband hat jedes A C X auch ein Infimum A A, ndmlich

NA=Viz|z<A}.

e Jeder vollstindige Verband X hat ein kleinstes Element | = \/ () = A X und ein groBtes
Element T = A0 =V X.

Beispiel 48. e (P(Y), Q) ist vollstandiger Verband: Fiir 2 C P(Y') haben wir \/ A = J 2
(und AA=NA).

e Wenn X und Y vollstédndige Verbéande sind, dann auch X x Y mit der komponenten-
weisen Ordnung (z,y) < (2/,y') &z <2’ Ay <y'. Fir A C X x Y hat man nidmlich

VA= (Vm[A],V m[A]),
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wobei m1: X XY — X und m2: X xY — Y die beiden Projektionen sind (m1(z,y) = =,
To(z,y) = y). Dies sieht man wie folgt: Zum einen ist (\/m1[A],\/ m2[A]) eine obere
Schranke von A, denn fiir (z,y) € A haben wir z € 71[A] und y € m3[A], also x < \/ m1[A4]
und y < \/ ma[A]. Wenn zum anderen A < (x,y), dann gilt fiir (2/,y) € A 2’ <z, d.h.
wir haben m1[A] < z und somit \/ 71[A] < z; entsprechend folgt \/ mo[A] < y, d.h.

(\/771[14]7 VWQ[A]) S (IL',y)
In Ordnungen kann man den Begriff des Fixpunkts noch sinnvoll abschwichen:

Definition 49. Sei (X, <) eine Ordnung und f : X — X. Ein Punkt 2 € X heifit Prdfizpunkt
von f, wenn f(x) < z, und Postfizpunkt von f, wenn x < f(x).

(Damit ist natiirlich ein Fixpunkt gerade ein Prifixpunkt, der gleichzeitig ein Postfixpunkt
ist.)

Fizpunktsdtze sind Aussagen iiber die Existenz von Fixpunkten unter bestimmten Bedin-
gungen sowohl an die Struktur der unterliegenden Menge als auch an die Funktion, wie im
Folgenden:

Definition 50. Sei (X, <) eine Ordnung. Eine Funktion f : X — X ist monoton, wenn aus
x <y stets f(z) < f(y) folgt.

Theorem 51 (Knaster/Tarski). Sei (X, <) ein vollstindiger Verband und f : X — X mo-
noton. Dann hat f einen kleinsten (Prd-)Fizpunkt

pf =Nz fl@) <}

Weil mit (X, <) wie oben beobachtet auch (X,>) ein vollstdndiger Verband ist (d.h. weil
in vollstdndigen Verbénden auch Infima aller Teilmengen existieren), folgt per Dualisierung
sofort: f hat auch einen gréfiten (Post-)Fixpunkt

vi=\{z|z < f)}

Beweis. Nach Konstruktion ist pf wie oben definiert kleiner oder gleich jedem Prifixpunkt
von f, also auch kleiner oder gleich jedem Fixpunkt. Zu zeigen bleibt:

1. pf ist ein Prafixpunkt, d.h. f(uf) < wpf: Sei f(z) < x; nach Definition von pf reicht
es, f(uf) < x zu zeigen. Nun gilt nach Definition von pf

pf <z,

per Monotonie von f und der Préifixpunkteigenschaft von x also
fuf) < f(z) <z

2. uf ist sogar ein Fixpunkt, d.h. puf < f(uf): Dazu reicht nach Konstruktion von puf,
dass f(uf) ein Priafixpunkt ist. Wir haben laut 1.

fluf) < uf,

und damit per Monotonie von f

FUf(f)) < f(uf).
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Zur Berechnung von Fixpunkten auf endlichen Ordnungen (X, <) verwenden wir eine verein-
fachte Version des Kleeneschen Fizpunktsatzes. Wir beobachten, dass wir fiir monotones f
eine aufsteigende Kette

LS f(L) < ).
haben; per Endlichkeit von X muss diese Kette nach endlich vielen, ndmlich héchstens n =

|X|, Schritten stabilisieren, d.h. man hat f"*1(L1) = f*(L), und dann natiirlich f™(L1) =
f(L) fir alle m > n.

Theorem 52 (Vereinfachter Kleenescher Fixpunktsatz). Sei (X, <) eine endliche Ordnung
mit kleinstem Element L und f : X — X monoton. Dann hat f einen kleinsten (Pri-
)fizpunkt pf, nimlich pf =\ f{(L); in der Tat existiert n mit f**1(L) = f*(L), und dann
wf =V f1(L) = f(L).

Beweis. Nach Voraussetzung ist pf ein Fixpunkt. Es bleibt zu zeigen, dass puf < x fiir einen
gegebenen Prifixpunkt x von f. Wir zeigen per Induktion iiber i, dass

filL) <z
fir alle 4:

FL)=L<a

f monoton, IV

FHL) flz) <z

Wiederum gilt auch die duale Aussage, d.h. fiir X endlich und f monoton ist

vi=N\F(T)

grofiter (Post-)Fixpunkt von f, und vf = f™(T) spitestens fiir n > |X|. Dies liefert also
eine Berechnungsmethode fiir uf bzw. v f, die nach spétestens |X| Schritten terminiert. Wir
bezeichnen die f(T) bzw. fi(L) als die Approzimanten von vf bzw. uf.

2.9.1 &L und klassische TBoxen in gfp-Semantik

Wir fithren nunmehr einen expliziten Begriff von Variablen ein: Wir haben eine Menge Var von
Variablen, die wir in Formeln wie propositionale Atome verwenden konnen und die in Modellen
M = (X, R, V) durch Valuationen n: Var — P(X) interpretiert werden; d.h. wir haben nun-
mehr n zusétzlich zu 9 und einem Zustand z € X auf der linken Seite der Erfiilltheitsrelation,
die dann im wesentlichen wie bisher definiert wird, mit einer zusétzlichen Klausel

MnrEX <= zenX).

Wir schreiben [¢], = {z € X | M, n,z = ¢}. Wir verwenden dann Variablen als die linken
Seiten von Konzeptdefinitionen in klassischen TBoxen; wir begreifen eine solche TBox T als
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eine Folge gegenseitig rekursiver Definitionen

X1=¢

X, = ¢n

Wir versehen eine solche Definition nunmehr wie angekiindigt mit ihrer gfp-Semantik: Eine
Valuation der X; ist im wesentlichen ein Element von P(X)". Gegeben 9t haben wir somit
eine monotone Abbildung

Fr:PX)" - PX)"

(A1, An) = ([l x 1m0 Ar e X s An])i=1,m
und setzen dann

([[Xl]]f)im SRR [[Xn]]im) =vEFT.

Wir dehnen diese Definition mit den {iblichen Klauseln auf alle Formeln aus, d.h. [¢]sm be-
zeichnet die Extension von ¢ in gfp-Semantik (und braucht daher keine Valuation der X;).

Beispiel 53. Fiir die TBox

X1 =p1 ANOXo
Xo =p2 NOXy

bekommen wir z.B. als Semantik von X alle Zusténde, die Anfangspunkt einer unendlichen
Kette der Form

br P2 p1 P2
sind (wobei die Wiederholung von Zustédnden erlaubt ist).

Achtung: Die Bedingung 2SyAz = p = y |= p in der Definition von Simulationen S bezieht
sich weiterhin nur auf propositionale Atome, nicht auf Variablen (sonst wire insbesondere das
folgende Lemma trivial).

Lemma 54 (Simulationsstabilitdt mit gfp). Sei T ={X; = ¢; | i =1,...,n} eine klassische
EL-TBox mit gfp-Semantik, und set S eine Simulation zwischen Modellen 9 und M. Dann
folgt aus wSv und M, w = X; stets v = X;.

Beweis. Wir schreiben
S[A] ={y | 3z € A, 25y}

fir A C X, und fiir Valuationen n

Man zeigt nun per Induktion iiber ¢, dass

S{lely] € [Blspy- (2.3)
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Hierbei sind alle Félle wie in Lemma 42, bis auf den neuen Fall ¢ = X;:
z €n(Xi),zSy =y € S[n(X;)] = SI(Xi) = y € [Xilspy
In unserer neuen Schreibweise ist die Behauptung des Lemmas
S[[Xilon] € [Xi]on- (2.4)

Wir beweisen dies per Koinduktion: Weil die [X;]n einen grofiten Postfixpunkt bilden, reicht
es zu zeigen, dass

(S[[X:Jom])i=1,....n
ein Post-Fixpunkt der wie oben durch
Fr(Ay, ..., An) = ([9i] (x5 A1, Xn—s An))i=1,.. 0
definierten Funktion F ist. Zu zeigen ist also

:lldjl]][xl'—}[[Xz]]fm]@:l AAAAA n

Das folgt aber gerade aus (2.3). O

Normalisierung In X; = ¢; hat ¢; ohne Einschrinkung die Form
Gi=p1 A AP AOXi AL AOX;, .

Dies erreichen wir durch relativ offensichtliche Umformungen, z.B. Sortieren von Konjunk-
tionen sowie durch Einfithren neuer Variablen fiir komplexe Formeln unter Modaloperatoren
(ersetze z.B. X = Q00X durch X = Y, Y = 0X). Der einzige nicht vollig offensichtliche
Teil ist die Beseitigung von Vorkommen der X;, die nicht unter Modaloperatoren liegen. Wir
fithren dies nur am Beispiel vor: in der TBox

X1 =XoN 01
Xo = X1 N Ooo2
folgt X7 = Xo; wir konnen also iiberall Xo durch X; ersetzen und erhalten dann durch

Zusammenlegen der beiden Gleichungen fiir X,
X1 = X1 A Od2 A O,
wobel gZ;l = ¢;[X1/X2]. Dies ist dquivalent zu
X1 C 01 A Ogo,

und unter gfp-Semantik, weil grofite Fixpunkte eben dasselbe sind wie grofite Postfixpunkte,
zu

X1 = 01 A O
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Dies illustriert den Fall zyklischer Abhéngigkeit; nicht-zyklische Anhéngigkeiten kénnen wir
einfach expandieren, z.B. ersetzen wir in

X1 =XoN00
Xo=pAOY
die Definition von X7 durch
X1 =pAOY A Q.

(Anders als sonst oft beim Expandieren von Definitionen miissen wir hier keinen exponenti-
ellen Blowup befiirchten; warum nicht?)

Materialisator Wir konstruieren nun den Materialisator D fiir 7

Xr=A{X1,..., X}
Vr(p) = {X; | p Konjunkt von ¢;}
XiR7X; & 0X; Konjunkt von ¢;

Wie bereits im TBox-freien Fall haben wir zwei Eigenschaften zu iiberpriifen:
Lemma 55. X; € [X;]on,

Beweis. Per Koinduktion: Es reicht zu zeigen, dass ({X1},...,{Xn}) ein Post-Fixpunkt der
entsprechenden Funktion ist, d.h. dass

ceey

das gilt aber nach Konstruktion von 2. 0

Lemma 56. Wenn 0N eine Kripke-Modell ist und y € [X;]n, dann X; =< y (fir den Zu-
stand X; in M ).

Bewetis. Wir zeigen, dass

S={(Xi,y) |y € [Xiln}
ein Simulation ist. Bewahrung propositionaler Atome ist klar. Sei X; Sy und X; Ry X;; wir
miissen zeigen, dass ¢y wie im folgenden Diagramm existiert:

X; Sy

|

X9y

Weil X; R7X;, ist 0X; Konjunkt von ¢;; somit gilt y € [0X;]m, d.h. es existiert y’ mit y — o’
und y' = X, also X;Sy'. O

Damit erhalten wir wieder einen Polynomialzeitalgorithmus fiir Subsumption, nun mit klas-
sischen TBoxen unter gfp-Semantik: Durch Einfithren abkiirzender Definitionen ldsst sich
Subsumption reduzieren auf den Fall, dass beide Seiten definierte Variablen sind; fiir den Fall
haben wir

T ): X; C Xj s X, e [[Xj]]ng.

Die letztere Bedingung lésst sich per Kleeneschem Fixpunktsatz in Polynomialzeit iiberpriifen
(warum genau?).
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2.10 Terminological Reasoning in ALC

We recall the reasoning problem of concept satisfiability over a TBox: A concept C is satisfi-
able over a TBox 7 if there exists a T-model Z such that CZ # (). We translate this definition
into the language of modal logic:

Definition 57 (Global assumptions). Given a (modal) formula p, a formula ¢ is satisfiable
under (the global assumption) p if there exists a model MM = (X, R, V') such that 9 = p, i.e.
M, x = p for all x € X (we call such an M a p-model), and moreover there is some z € X
such that M, z = ¢.

We will see in the exercises that using a global assumption, one can force the existence of
exponentially long paths in models, so that the previous approach to establishing polynomial
space complexity via a tableau calculus will no longer work (recall that our space analysis of
the tableau algorithm relied mostly on the fact that tableau branches can have at most linear
length). Indeed it turns out that reasoning under global assumptions is EXPTIME-complete.
Here, we focus on establishing the upper bound.

We could proceed by modifying the tableau calculus, arriving at a practical reasoning
algorithm. Instead, we opt for a technically simpler approach that, while not suitable for
practical implementation, still allows establishing the EXPTIME upper bound. We begin with
a notion that allows narrowing down the set of formulae to those that are of interest for
satisfaction of the target formula:

Definition 58 (Closed sets of formulae). A set ¥ of formulae is closed if it is closed under
subformulae (where a subformula of a formula ¢ is any formula that occurs in the syntactic
representation of ¢, including ¢ itself) and under negating formulae that are not themselves
negations. On a closed set X, we can define normalized negation ~: % — X by ~¢ = ¢ if ¢
has the form i = ¢, and ~1 = —) otherwise.

We fix from now on a global assumption p and a target formula ¢ to be checked for
satisfiability under p, and we let 3 be the smallest closed set containing p and ¢. What is
the size of X7

States in the envisaged model we aim to construct will be subsets of X, understood as
claiming to satisfy the formulae they contain. The next definition isolates those sets whose
claims, in this metaphor, are one the one hand propositionally consistent, and on the other
hand complete in the sense that either a positive or a negative claim is made about every
formula in 3; moreover, every state should, of course, claim to satisfy the global assumption:

Definition 59 (Hintikka sets). A set A C 3 is p-Hintikka if the following conditions hold:
1. 1¢A;
2. pAxeAifandonly if o,y € A, forpy A x € ¥
3. mp € Aif and only if ¢ ¢ A, for ) € 3.
4. pe A

We write H, for the set of p-Hintikka sets.
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The set of states of the model to be constructed will thus be a subset S C H,. Whenever
A € S contains a negative box formula —[), then S will need to contain a successor of A
claiming to satisfy ~ 1. On the other hands, successors of A should claim to satisfy x whenever
Ox € A. We thus define the following transition relation on H,:

A—> B < Ve A.¢ € B.

(That is, we make the transition relation as large as we can without violating any boxes.)
Then, the requirement on S described above is formalized as follows.

Definition 60 (Saturation). A set S C H, of p-Hintikka sets is saturated if for all A € S and
all negated boxed formulae —[Ji) € A, there exists B € S such that A — B and ~v¢ € B.

In order to witness p-satisfiability of ¢, S should of course contain a state claiming to
satisfy ¢. It turns out that these conditions are already all we need:

Theorem 61. The formula ¢ is p-satisfiable iff there exists a saturated set S of p-Hintikka
sets and A € S such that ¢ € A.

Proof. ‘Only if” (soundness): Let M = (X, R,V) be a p-model, and let M, z, = ¢. For
x € X, we put
Alz) ={v e X |z v},

which is obviously a p-Hintikka set, and we put
S={A(x) |z € X}.

Then ¢ € A(z4) € S. It remains to verify that S is saturated. Solet x € X and -y € A(z),
i.e. z = —~[¢. Then there exists z — 2’ such that 2’ | -, i.e. =) € A(2'), so we are done
once we show that A(x) — A(z'). So let Oy € A(x), i.e. x = Oyx. Then 2/ | x because
x — ', so xy € A(x), as required.

‘If” (completeness): Construct a model 9 = (S, —, V') by taking the transition relation
— as defined above, and

Vip)={AeS|pe A}

We will show the following claim, which we refer to as the truth lemma:
MAEy iff veA for all ¢ € X..

It follows immediately that 91 is a p-model, since S C H,, and moreover, by the hypothesis
of the theorem, it follow that thre is a state A such that 9, A | ¢.

It remains to prove the truth lemma. We proceed by induction on the size of ¥ € ¥. The
Boolean cases are immediate from the Hintikka properties (e.g. MM, A = — iff M, A (= ¢ iff,
by induction, ¢ ¢ A iff =) € A, where the last step is by the Hintikka property for negation).
The case for propositional atoms is by construction of V. In the case of the modality [J, we
split the equivalence in two directions:

o If () € A and A — B, then ¢y € B by the definition of the transition relation, so
M, B = ¢ by induction; that is, 9, A = .

e For the other direction, we proceed by contraposition. So suppose that (i) ¢ A. Then,
by the Hintikka properties, =[Ji) € A, so by saturation of S, there is A — B such that
—) € B. By induction, M, B = 1), so M, A = —[N). O
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We next extract an exponential-time decision procedure from the above characterization
of p-satisifiability. We define a function

F,: P(H,) = P(H,)

by
F,(S)={AeS|V-Oyp € A.3Be S. ~¢ € B}.

Then clearly, S is saturated iff S is a postfixpoint of F,. Moreover, F}, is clearly monotone.
By the Knaster-Tarski fixpoint theorem, it follows that vF), is the greatest saturated set, so
we have

Theorem 62. A formula ¢ is p-satisfiable iff there exists A € vF, such that ¢ € A.

We thus obtain the following decision procedure, known as type elimination or elimination of
Hintikka sets:

1. Compute H,.
2. Compute vF), by Kleene fixpoint iteration.
3. Check whether there is A € vF), such that ¢ € A.

Each of these steps takes exponential time (why?), so the overall runtime is exponential.
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Kapitel 3

Logik erster Stufe

3.1 Erinnerung: Syntax, Semantik und Deduktion
(Siehe hierzu auch Skript ,,Grundlagen der Logik in der Informatik*.)

Die Syntax der Prddikatenlogik erster Stufe ist parametrisiert {iber eine Signatur ¥ =
(FS, PS), bestehend aus Mengen

FS von Funktionssymbolen

PS§ von Préadikatssymbolen.

Jedes Symbol hat eine (nichtnegativ ganzzahlige) Stelligkeit. Wir verwenden allgemein Grof-
buchstaben fiir Priadikatensymbole und Kleinbuchstaben fiir Funktionssymbole, und schrei-
ben kurz P/n € ¥ fir ‘P € PS hat Stelligkeit n’, entsprechend fiir Funktionssymbole. 0-
stellige Funktionssymbole bezeichnen wir auch als Konstanten. Wir unterstellen ferner einen

abzahlber unendlichen Vorrat Var von Variablen. Die Syntax von Formeln ¢,1, ... und Ter-
men E, FEq,... ist dann definiert durch die Grammatik
¢, u=E=D|p(Er,....Ey) | ¢ | N[ Vz(d) (z € Var, P/n € X))
E:=x| f(E1,...,E) (f/nel)

Semantik = Modellbegriff + Erfiillbarkeitsrelation

=
Modell Formel

Ein ¥-Modell M besteht aus:
e einem Grundbereich M
o fiir f/meX: M[f]: M" - M
e fiir P/n € X: M[P] C M"
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Eine Umgebung ist eine Abbildung 7 : Var — M. Die Erfiilltheitsrelation F hiéngt (natiirlich)
auch von der Wahl einer Umgebung ab, und wird wie folgt rekursiv definiert:

MnkE—=p M7

MnE 1A g2 MnkE ¢ und M, 1 E o2

M, n EVa(p) < fir alle z € M gilt M, nz — x] F ¢

M, E E =D < M[E]n = M[D]n

M,k P(Ey,...,Ey) & (M[E]n, ..., M[E]n) € M[P].

Dies verwendet bereits die Auswertung OM[E]n eines Terms E, die in der offensichtlichen
Weise rekursiv definiert ist:

M[z]n = n(x)
Mf(Er, ..., En)]n = MFIOR[E]n, ..., M[EL]n).

Fast alle sinnvollen Verwendungen der beiden Quantoren V und 3 halten die klassischen
Aristotelischen Formen ein:

Alle @ sind P Vz.(Q(z) — P(x))
Einige @ sind P Jz.(Q(z) A P(x))
Modallogik ist als Fragment in FOL einbettbar:
Indirekte Semantik Alternativ zur oben diskutierten direkten Semantik konnen wir eine

Semantik #quivalenterweise auch mittels einer Ubersetzung ST, (der standard translation) in
Logik erster Stufe angeben, mit

MwEe¢ < Muwl=STy(d) M= ((X,(R:)),V),weX

geméf direkter Semantik

und FV(STy(¢)) C {y}:

STy(L) =L STy(p) = p(y)
STy(—¢) = ~STy(¢) STy(¢ A ep) = STy(¢) ASTy(¥)
STy(0ip) = 32.Ri(y, 2) ANST.(9) (z frisch)

In der Tat geniigen zwei Variablen zg, x1:
STy, (0ip) = Fv1—j.Ri(xj,21-5) ASTay_;(9).

Somit kénnen wir K, sogar ins sogenannte Zweivariablenfragment von FOL iibersetzen, wo-
mit nach bekannten Resultaten bereits die Entscheidbarkeit der Modallogik folgt. Wir werden
letztere hier aber direkt zeigen.

3.2 Unentscheidbarkeit
Wir erinnern an einige Fakten und Begriffe aus der Berechenbarkeitstheorie:
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Das PCP (Post Correspondence Problem)

Sei P C (¥*)? endlich. P heifit losbar, wenn es (u1,v1),..., (up,v,) € P mit uy...u, =
v1...0, gibt. (Achtung: Die (u;,v;) miissen nicht paarweise verschieden sein.) P nennt man
dann PCP-Instanz. Zum Beispiel:

1 |[0][o10
P‘{1o’1o’ 01 }

PCP = {P Cg, (¥*)? | P losbar}

Das Problem

ist unentscheidbar (fiir |¥| > 1), genauer nicht co-r.e., wie man durch Reduktion des Halte-
problems zeigt.

Hierzu Erinnerungen (an BFS):

o Rekursive Aufzihlbarkeit: A C ¥* ist per Definition r.e. (recursively enumerable), wenn
ein Algorithmus existiert, der im Lauf der Zeit alle Elemente von A auflistet, was wieder-
um dquivalent dazu ist (warum?), dass ein Halbentscheidungsverfahren fiir A existiert,
also ein Algorithmus, der auf Eingabe x genau dann mit Antwort ,,ja“ terminiert, wenn
x € A (wenn x ¢ A, kann der der Algorithmus also entweder mit einer anderen Antwort
oder gar nicht terminieren).

e Aist co-r.e. wenn X*\ A r.e. ist.

e A ist genau dann entscheidbar, wenn A sowohl r.e. als auch co-r.e. ist.

Reduktionen

Seien A, B C ¥* (d.h. A, B sind Probleme) und f : ¥* — ¥* berechenbar. Die Funktion f
reduziert A auf B, wenn Yu € ¥*. f(u) € B < u € A, d.h. wenn A = f~1[B].
Dann gilt offenbar:

e B entscheidbar = A entscheidbar (Reduction to)
e A unentscheidbar = B unentscheidbar (Reduction from).
Theorem 63. Giltigkeit in FOL ist unentscheidbar, genauer nicht co-r.e.

Wir erinnern zum Verstédndnis der Formulierung des Satzes daran, dass eine Formel ¢ giiltig
ist (Notation: = ¢), wenn 9, n |= ¢ fiir alle Modelle 9t und alle Valuationen n (z.B. = = = z).

Wir erinnern ferner an die Vollstédndigkeit von FOL, derzufolge insbesondere ¢ genau
dann giiltig ist (= 1), wenn ¢ herleitbar ist (- v; Erinnerung an das Deduktionssystem siehe
nachfolgende Box). Damit ist Giiltigkeit in FOL r.e.: Erzeuge alle Beweise und gib jeweils die
letzte Formel aus (British Museum Algorithm).

Eine per Dualisierung dquivalente Formulierung des Satzes lautet: Erfiillbarkeit in FOL
ist unentscheidbar, genauer nicht r.e.
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Erinnerung: Deduktion in Pridikatenlogik erster Stufe

PEY S VM. (MnEP=MnkEY)
® I 9 & es existiert ein Beweis von ¢ mit Annahmen aus .

Beispiel:
Jy.Va. P(z,y) E Vz. Jy. P(z,y).

Natiirlichsprachlicher Beweis der logischen Folgerung: Sei 9 F Jy.Vx. P(x,y). Zu
zeigen ist: M, n F Va. Jy. P(z,y). Sei also x € M. Nach Voraussetzung existiert y
mit M, nly — y| E Vo. P(z,y), also M, n[z — x,y — y] E P(x,y), also M, njx —
z] E Jy.P(z,y). Es folgt M, n = Vz.3y. P(z,y). O

1 | Jy.Va. P(z,y)

VE, 2

a1, 3

Jy. P(e,y)
Va.3Jy. P(z,y)

S Ot s W N

Beweis (Unentscheidbarkeitssatz). Reduction from PCP; d.h zu P C ({0, 1}*)? konstruieren
wir (berechenbar!) eine Formel ¢p, so dass

P losbar & ¢p giiltig.

Zum Verstindnis der Konstruktion stelle man sich eine Definition des Datentyps von Bit-
strings in Haskell vor, wie etwa

data Bitstring = Epsilon | Null Bitstring | One Bitstring

Dieser Datentyp ist in FOL nicht eindeutig (monomorph) definierbar, da man durch FO-
Axiome nicht sicherstellen kann, dass tatséchlich alle Bitstrings durch Null und One aus
Epsilon erzeugt werden (z.B. wiirde man im einfacher gelagerten Fall der natiirlichen Zahlen,
als des Datentyps

data Nat = Zero | Suc Nat

fiir eine eindeutige Festlegung z.B. das Induktionsaxiom VP.((Vn.(P(n) — P(Suc n))) A
P(Zero) — Vn.P(n)) benotigen, das wegen des Quantors VP, der iiber Teilmengen statt
iiber Individuen quantifiziert, gerade nicht in FOL ausdriickbar ist). Wir werden sehen, dass
die Reduktion trotzdem gelingt. Wir verwenden folgende Signatur:

¢ Konstante ,leerer Bitstring*

fo, f1 unér wJo(x) =0x, fi(z) = 1z
C binéres Pradikat , konstruierbar geméafl PCP-Instanz®,
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wobei wir ein Paar von Bitstrings konstruierbar nennen, wenn es durch Aneinanderlegen
von Bausteinen (mindestens einem) aus der PCP-Instanz hergestellt werden kann. Notation:

fb1...bn(x) = fb1 o fbn(x) fiir b17 cee 7bn S {07 1}*
Setze
=N\ (C(fule), fo€) AV, y. (Clz,y) = C(ful®), fuo(y))))
(u,v)eP (‘Z' (;;)

)
¢p =vYp — Jx.C(z,x)

Wir zeigen: P losbar <= ¢p giiltig.
»,=: Seien (u1,v1),..., (up,v,) € P. Wir werden zeigen, dass

): vp — C(fulun (6)7 f'ul..xun (6)) (31)

Damit folgt sofort die Behauptung; wenn némlich ;... u, = v1...v, =: w, dann liefert der
Term fy,(€) per (3.1) einen Zeugen fiir 3z. C(x, x).
Beweis von (3.1): Induktion iiber n.

Indutionsanfang (n = 1) : per Teil (i) von ¥p.
Induktionsschritt (n — 1 — n): Nach IV gilt = ¢¥p = C(fuy..u,(€)s fos..0,(€)). Ferner
per (ii):

Evp = (C(fus..un(€)s fos.vn(€)) = C(fus (fus..un (€)); fur (fus..v(€)))),
also = Yp = C(fuy..un(€)s foy..0,(€))

»,<=": Sei ¢p giiltig. Definiere das Modell 9t durch

M ={0,1}*

Me] =€

M[fo](z) = Oz

Mf1](z) = 1z

M[C] = {(ur - up,v1---vp) | (u1,v1)y..., (un,v,) € P,n>1}

Dann haben wir nach Voraussetzung 9 E ¢p — Jz.C(x, x). Ferner gilt M E ¢ p; man beachte
dazu, dass

M fu(z)]n = un(z)
mﬂfu@)ﬂﬁ =u.

Es folgt M E Jz.C(z, x). Das heifit, es existiert (w,w) € M[C]; somit ist P losbar. O

Remark 64. Der obige Unentscheidbarkeitsbeweis per Reduktion von PCP importiert
natiirlich die Reduktion des Halteproblems auf PCP. Eine direkte Reduktion des Haltepro-
blems auf das Giiltigkeitsproblem ist nicht grundsétzlich schwieriger als die Reduktion von
PCP, nur insgesamt komplizierter, da komplexere Objekte zu kodieren sind (eben Turingma-
schinen statt PCP-Instanzen).
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3.3 Ausdrucksstirke

Nachdem wir im vorhergehenden Abschnitt gesehen haben, dass FOL als Logik ‘zu’ aus-
drucksstark ist (eben so ausdrucksstark, dass sie unentscheidbar ist), machen wir uns nunmehr
Gedanken iiber obere Schranken fiir die Ausdrucksstirke.

Erreichbarkeit

Ein klassisches Beispiel einer in FOL nicht ausdriickbaren Eigenschaft ist Erreichbarkeit in
Graphen. Wir betrachten zunéchst die gerichtete Variante:
Signatur: I unér (initiale Knoten), R bindr (gerichtete Kanten zwischen den Knoten).

x € M erreichbar
< es existiert M[I] 5 zp und (xo, z1), (x1,22),. .., (Tpn_1,2y) € M[R],n >0

M erreichbar < jedes x € M erreichbar.
Theorem 65. Erreichbarkeit ist in FOL nicht ausdriickbar.

Zum Beweis bendtigen wir eine weitere Erinnerung:

Kompaktheit

Aus der Vollstiandigkeit von FOL (in der ‘starken’ Form, also mit unendlichen Mengen von
Annahmen) folgt unmittelbar

Theorem 66 (Kompaktheit). Jede endlich erfillbare Formelmenge ist erfiillbar.

Dabei heift eine (ggf. unendliche) Formelmenge endlich erfiillbar, wenn jede ihrer endlichen
Teilmengen erfiillbar ist. Kompaktheit folgt daraus, dass die entsprechende Eigenschaft fiir
Konsistenz statt Erfiillbarkeit klar ist, und per Korrektheit und Vollstdndigkeit Konsistenz
und Erfiillbarkeit dasselbe sind.

Damit ist der Beweis von Satz 65 jetzt einfach:

Beweis (Satz 65). Wir kénnen offenbar die Eigenschaft ‘z ist nicht in ¢ Schritten von I aus
erreichbar’ durch eine FO-Formel o; ausdriicken. Man nehme nun an, die Eigenschaft ‘z ist
(von I aus) erreichbar’ wiirde durch eine Menge ® von Formeln ausgedriickt. Dann ist die
Menge

duU {Ui ‘ ) 2 O}

nicht erfiillbar, aber offenbar endlich erfiillbar, im Widerspruch zur Kompaktheit. O

Uber endlichen Modellen ist dieses Argument nicht anwendbar, da dort Kompaktheit nicht
gilt (sieche Ubungen). Wir zeigen aber im folgenden, dass auch iiber endlichen Modellen Er-
reichbarkeit nicht FO-ausdriickbar ist.
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3.4 Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele

Wir fithren nun einen semantischen Aquivalenzbegriff ein, Ehrenfeucht-Fraissé-Aquivalenz,
unter dem FOL invariant ist in dem Sinne, dass dquivalente Strukturen dieselben Formeln
erfiillen. Ehrenfeucht-Fraissé-Aquivalenz lisst sich sowohl in spieltheoretischen Begriffen als
auch in einer etwas statischeren Sicht formulieren; wir fithren beide Formulierungen ein und
zeigen ihre Aquivalenz. Zentral ist der folgende Begriff von lokaler Ununterscheidbarkeit:

Definition 67 (Partieller Isomorphismus). Ein partieller Isomorphismus zwischen Y-
Modellen (ohne Funktionssymbole) 2 und 9B ist ein Paar

(@,0) = ((a1 ...ax), (b1 ...by)) € AF x BF,
so dass folgendes gilt:

e Fiir alle 4,j gilt a; = a;j <= b; = b;; d.h. die Abbildung a; — b;, i = 1,...,k, ist
wohldefiniert und injektiv.

e Fiir alle P/k € ¥ gilt (a;,,...,a;,) € A[P] <= (bi,,...,b;,) € B[P].
Beispiel 68 (Partieller Isomorphismus). In den Modellen
2 5
a2/\b2
° °
) ® o
ail ¢ bl

ist ((a1,a2), (b1, b2)) ein partieller Isomorphismus, obwohl die Modelle nicht global isomorph
sind.

Notation 69. Fiir einen Vektor z = (x1,...,z)) von Variablen bezeichnet (2, a) mit Vektor
a=(ay,...,a;) € A¥ das Paar aus dem Modell 2 und der Umgebung 7 mit n(z;) = a; (i =
1,...,k). Wir bezeichnen so ein Paar (2, a) als eine Struktur.

Definition 70 (Quantorenrang). Der Quantorenrang QR(¢) bezeichnet die Schachtelungs-
tiefe von Quantoren in einer Formel ¢:

QR(¢) = 0, wenn ¢ atomar
QR(=¢) = QR(¢)
QR(¢ A ) = max(QR(¢), QR(¢))
QR(Vz(¢)) =1+ QR(¢)

Beispiel 71. Nach obiger Definition haben wir QR(Vz(x = y) A JaVy(P(z,y))) = 2 — die
Formel enthélt zwar drei Quantoren, die aber nicht alle ineinander geschachtelt sind.

Wir stratifizieren logische Ununterscheidbarkeit von Strukturen nach dem Quantorenrang:
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Definition 72 (m-Aquivalenz). Fiir Modelle 2, B und Wertevektoren a € A* b ¢ BF
schreiben wir

(lies: (2,a) und (B,b) sind m-dquivalent), wenn fiir jede Formel ¢ mit Quantorenrang
QR(¢) < m und mit freien Variablen FV(¢) C {z1,...,zx}

(A,a) F ¢ = (B,b) F o
gilt.
Wir werden m-Aquivalenz mittels des folgenden Spiels semantisch charakterisieren:

Definition 73 (Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel). Das m-Runden-Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel
Gon((24,), (B, B)) hat

Konfigurationen: (aa’,bb’) € A* x Bt mit i >0, @’ € A%, ¥ € B’ (,potentielle partielle
Isomorphismen*)

Initialkonfiguration: (@, b)
Spieler: Spoiler (S), Duplicator (D)
Ziige in der i-ten Runde (i =1,...,m):
e S wihlt agy; € A (oder bgy; € B)
e D wihlt dann by, € B (oder ajy; € A)

Die dann von Konfiguration (aa’,bb’) aus erreichte neue Konfiguration ist
(ad ajyq, bb'by4s)

Nach m Runden gewinnt Duplicator, wenn die dann erreichte Konfiguration ein partieller
Iso ist. (Dann sind automatisch auch alle zwischendurch erreichten Konfigurationen partielle
Isomorphismen.)

Theorem 74 (Ehrenfeucht-Fraissé)). Wenn D eine Gewinnstrategie in Gy, ((2, a), (B, b))
hat, dann gilt (A, a) =, (B,b). Wenn ¥ endlich ist, dann gilt auch die umgekehrte Implika-
tion.

Der Satz kann zum Beweis der Nichtausdriickbarkeit gewisser Eigenschaften, wie etwa Er-
reichbarkeit, verwendet werden:

Man nehme an, ¢ driicke etwa Erreichbarkeit aus. Wenn man dann Modelle 2,5 findet,
so dass

o 2 =qr(¢) B (per Ehrenfeucht-Fraissé)
e 2 erreichbar, 8 nicht,

dann folgt sofort ein Widerspruch, da nach Voraussetzung nunmehr 2 |= ¢, aber B [~ ¢.
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Beweis (Satz von Ehrenfeucht-Fraissé). ,=* (fiir beliebiges X): Wir zeigen (2,a) F ¢ <
(%B,b) E ¢ fiir QR(¢) < m,FV(¢) C {z1,...,z,}. per Induktion iiber ¢.
Die Booleschen Schritte sind trivial; z.B. Negation:

(A,a) E =g & (A,a) F ¢ <> (B,b) ¢ & (B,b) E -

Atomare Formeln: Weil D gewinnt, ist (a@,b) ein partieller Isomorphismus. Dies verwenden
wir in den beiden folgenden Aquivalenzumformungen jeweils an der mit (1) markierten Stelle:

. (91,&)hP(mil,...,min)@(ail,...,ain)EQ[[[P]]
i b)) € BIP] & (B,0) E Plas,,...,xi,)

(] (Q[,é)iimi:xj@ai:aj&bi:bj@(%,g)lzxi:xj
Es bleibt der interessanteste Fall, 3zj11.¢. Sei also (2, a) F Jz441.¢. Dann existiert agq mit
(A, aar+1) F ¢. Nun ist agy; ein moglicher Zug fiir S im Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel (mit m
Runden), das ja von D gewonnen wird; sei also by11 € B die Gewinnantwort von D auf den
Zug agy1, d.h. D gewinnt das (m — 1)-Runden-Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel auf (2, aag1) und
(B, bby11). Ferner gilt QR(¢) < m — 1 und FV(¢) C {z1,..., 711} Per Induktion folgt also
(B, bbj11) F ¢, so dass (B,b) E Izj,1.¢. Die umgekehrte Implikation ist vollig symmetrisch.

Wir haben nun ,=* gezeigt. Sei ab jetzt ¥ endlich; wir zeigen ,,<%“. Dazu halten wir
zunéchst folgende Tatsache fest:

Lemma 75. Sei ¥ endlich. Dann gibt es bis auf logische Aquivalenz nur endlich viele ¢ mit
QR(¢) < m,FV(¢) C {x1,...,zn}.

Beweis (Lemma 75). Wir halten zunéchst fest, dass die entsprechende Aussage in der Aus-
sagenlogik gilt: Es existieren bis auf logische Aquivalenz nur endlich viele aussagenlogische
mit At(¢)) C {Ai,..., A} (nimlich so viele wie Wahrheitstafeln, also 2(2")).

Damit zeigen wir nun die Behauptung per Induktion iiber m:

m = 0 : ¢ ist eine aussagenlogische Formel iiber Atomen der Form P(z;,,...,;,) oder
x; = xj, von beiden Typen gibt es nur endlich viele. (Hier geht ein, dass 3 endlich ist.)

m — m+1: ¢ ist bis auf a-Aquivalenz (d.h. Umbenennen quantifizierter Variablen) eine
aussagenlogische Formel iiber Atomen wie bei m = 0 oder Jz,+1.¢ mit QR(¢) < m,FV(¢) C
{z1,..., 241} bei fest gewihlter Variable x,1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es bis auf
logische Aquivalenz nur endlich viele solche ¢, also auch nur endlich viele Atome Jxpy1.0. O

Damit lduft nun der Beweis von ,,<=“ wie folgt. Wir beschreiben eine Gewinnstrategie
fir D durch eine Invariante: D muss sicherstellen, dass jeweils nach der i-ten Runde

(A, aa’) =i (B, 0)

gilt, fiir ¢ = 0,...,m. Wenn D dies gelingt, gewinnt sie, da dann nach der letzten Runde
(A,aa’) =y (B, bt) gilt, insbesondere also (A, aa’) und (B,bb’) dieselben atomaren Formeln
erfiillen, was (nach im wesentlichen derselben Rechnung wie im Fall fiir atomare Formeln im
Beweis der ersten Implikation) bedeutet, dass (@@, bb’) ein partieller Isomorphismus ist.

Wir miissen noch zeigen, dass D die Invariante in der Tat spielen kann, d.h. dass a)
sie am Anfang gilt, und b) D sie in jeder Runde durchsetzen kann. Ersteres ist gerade die
Voraussetzung des Satzes; wir zeigen b):
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Nehmen wir also an, das Spiel sei nach Runde i < m geméf Invariante in einer Konfigurati-
on (aa,bb’) mit (A,a) =,,_; (B, bd') angekommen. O.E. spielt S jetzt aryir1 € A; wir suchen
also fiir D nach einer Antwort bgy;1 € B, so dass (2, @@ apyis1) Zm_i—1 (B, bbby ir1).

Da ¥ endlich ist, gibt es nach Lemma 75 bis auf Aquivalenz nur endlich viele 41, ..., ¥y
mit QR(¢;) <m — (i + 1) und FV(¢;) C {1, ..., Tp4it1}. Setze

_ {wj falls &4, (a1, ..., ap1iv1) F Y
Vj =
—|¢j sonst

Dann

N
——/ m
A, ad aprivr = [\ ¥
j=1

N
= A,ad’ F gy [\ ¥

j=1
_— N - _—
= B,0' F Izpitr [\ ¥ (A, aa’) =, (B, b))
j=1
N
—> es existiert by4;41 mit %766/bk+i+1 E /\ 1/7)]'.
j=1

Dieses by;4+1 wéahlen wir als den gesuchten Antwortzug fiir D. Nach Definition der &j gilt
dann wie verlangt unsere Invariante (R, aa@'ax1i11) Zp—(iv1) (B, 00'b1iv1)- O

3.5 FO-Definierbarkeit

Wir kommen nunmehr auf unser Ausgangsproblem, Definierbarkeit von Eigenschaften in FOL,
zuriick, und nutzen die bisher entwickelte Ehrenfeucht-Fraisse-Theorie aus, um Beispiele nicht
FO-definierbarer Eigenschaften zu erhalten. Wir definieren den Begriff der FO-Definierbarkeit
zunéchst formal:

Definition 76. Seien C C D Klassen von YX-Strukturen.

e C heifit FO-definierbar in D, wenn eine Formel ¢ existiert mit C = {(,a) € D | (A, a) F
¢}

e C heifit FO-definierbar, wenn C FO-definierbar in der Klasse aller X-Strukturen ist.
Beispiel 77. ¥ = {<}

ORD = {(2,apay) | A ist endliche lineare Ordnung mit Minumum ay und Maximum a; }
EVEN = {(A,a) € ORD | |A| gerade}

Theorem 78. EVEN ist nicht FO-definierbar in ORD.
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Der Beweis benotigt folgendes Lemma, das besagt, dass hinreichend grofle Strukturen in ORD
unter Formeln beschrinkten Quantorenrangs nicht unterscheidbar sind:

Lemma 79. Seien (2,a), (B,b) € ORD mit |A|,|B| > 2™. Dann 2, a =, B, b.

Beweis. Wir geben eine Gewinnstrategie fiir D im Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel an. Wir definie-
ren die offensichtliche Distanzfunktion d auf A formal durch

d(a,a')=]{ce Ala<c<d}leN

fiir a < @, analog fiir a’ < a, entsprechend auf B.
Wir beschreiben die Gewinnstrategie dann wieder durch eine Invariante, die jeweils nach
Runde ¢ gilt:

1. Die Konfiguration ist ein partieller Isomorphismus
2. Fiir j, 5 € {0,...,i+ 1} gilt d(aj, a;) = d(bj,bj:) oder d(aj,a; ), d(bj,bjr) > 2m"
Damit gewinnt D nach Konstruktion, falls sie die Invariante durchhélt. Dazu:

e Die Invariante gilt anfangs, d.h. fiir ¢ = 0, da per Annahme |A|,|B| > 2™, also
d(ao,al),d(bo,bl) Z 2m,

e Die Invariante lisst sich in Runde ¢ durchhalten (so dass sie also nach Runde ¢ gilt):
Ohne Einschréinkung zieht Spoiler a;4;. Setze

j =argmax{ag | ap < a;y1}

§' = argmin{ay | ar, > a;11}

e o o o o ® 6 o o o
o 4 Qit1 aj

(Da es fiir S nicht sinnvoll ist, schon gespielte Elemente zu wiederholen, nehmen
wir durchweg an, dass alle gespielten Werte paarweise verschieden sind. Insbesonde-
re spielt S nicht noch einmal die Randelemente, so dass j und j' in der Tat existieren.)
Dann gilt a; < aj/, also noch Teil 1. der Invarianten auch b; < bj;. D muss nun b; 1
wihlen, so dass b; < bjy1 < b;- (dies garantiert dann Teil 1. der Invarianten) und ferner:

— Wenn d(aj, ai+1) < Qm_i’ dann d(bj, bz’+1) = d(aj7 aiJrl);
— andernfalls d(b;, bit1) > om—i.
— entsprechend fiir j'.

Wir zeigen, dass b; 11 mit den verlangten Eigenschaften nach Teil 2. der Invarianten vor
Runde 7 existiert; im Detail unterscheiden wir geméfl der Invarianten zwei Félle:

aj, aJ 1) = d(bj, bjr). Dann existiert offenbar b;1 mit d(b;, bi+1) = d(a;, a;4+1) und
i+1,057) = d(aiq1,a;), womit dann alle o.g. Bedingungen an b;41 erfiillt sind.

d(
d(b
d(aj,aj),d(b;,bj) > 2™~ Wir unterscheiden weitere Fille nach den Absténden
d(a],aH_l) und d(azﬂ,aj ’):
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* d(aj,ai_H) < 2™t Wir wihlen dann bit1 > bj mit d(bj,bi_H) = d(aj,aiﬂ).
Dann gilt d(a;t1,a;j ), d(bis1,bj) > 2m7%

+ Der Fall d(a;41,a;/) < 2™ ist analog.

* Ansonsten gilt d(aj, a;41), d(aip1,a;) > 2™ Da d(b;, bj) > 2™ !, kénnen
wir b; < biy1 < by wéhlen, so dass d(bj, bit1), d(bit1,b ) > 2

Es bleibt zu zeigen, dass weiterhin Teil 2. der Invarianten gilt; es reicht natiirlich, die
Bedingung fiir den neuen Index i + 1 und einen weiteren Index k& € {0,...,i + 1} zu
zeigen. Die Fille k = j, k = j' sind nach Konstruktion erledigt, und der fiir k = + 1
ist trivial. O.E. gilt ansonsten aj > aj, und dann auch by > bj, wegen Teil 1. der
Invariante. Wir unterscheiden zwei Félle, wiederum nach der Invariante vor der ¢-ten

Runde:

1. d(aj,ar) = d(bj, by): Wir unterscheiden zwei Unterfille:
(a) d(ajt1, aj/) = d(bjt1, bj/): Dann gilt auch d(a;+1,ar) = d(bit1,bk).
(b) d(ait1,aj),d(biy1,b7) > 2™~" Dann gilt erst recht d(ait1,ax),d(bir1,b) >
2m=,

2. d(ajr,ag),d(byr,bg) > 2m~0=D: Dann auch d(a;t1,ar),d(bis1,b5) > 270D >
2mt,

O]

Beweis (Satz 78). Man nehme jetzt an, ¢ mit QR(¢) = m definiere die Klasse FVEN in
ORD. Wihle dann (2, @), (%B,b) € ORD mit |A] > 2™ und B mit |B| = |A|+ 1. Nach obigem
Lemma sind dann (2, a) und (B, b) m-iquivalent, im Widerspruch dazu, dass nach Wahl von
|A| und |B| nur genau eine der Strukturen ¢ erfiillt. O

Wir haben damit das erste Beispiel einer in FOL nicht definierbaren Eigenschaft. Weitere
(interessantere) Beispiele gewinnen wir durch das Prinzip der logischen Reduktion, das gewisse
Ankléinge an die Reduktionsprinzipien der Berechenbarkeits- und Komplexitétstheorie hat.

Im allgemeinen verlduft die logische Reduktion eines Definierbarkeitsproblems C C D auf
ein anderes C' C D' wie folgt:

e Nimm an, eine FO-Formel ¢ definiere C’ in D’.
e Konstruiere aus ¢ eine FO-Formel ¢, die C in D definiert.

e Wenn C in D nicht FO-definierbar ist, haben wir einen Widerspruch, so dass also C’
in D’ nicht FO-definierbar ist.

Beispiel 80 (Zusammenhang ungerichteter Graphen). Wir zeigen, dass Zusammenhang un-
gerichteter Graphen nicht FO-definierbar ist.

Ungerichtete Graphen sind 3-Modelle fiir ¥ = { R/2}, in denen R durch eine symmetrische
Relation interpretiert wird. Wir notieren diese der Einfachheit halber in der Form 2 = (A, R).
Gegeben so ein Modell 2 sagen wir, 2 sei zusammenhdingend, wenn es fiir alle a,a’ € A in 2
einen R-Pfad von a nach o’ gibt, d.h. wenn ag, ..., a, € A existieren mit ag = a, a,, = a’, und
a;Ra; 1 fiir i =1,...,n — 1 (bei n =0 heifit dies, dass a = d’).

Wir nehmen nun also an, ¢ definiere Zusammenhang, und zeigen, dass dann auch EVEN
in ORD FO-definierbar wire. Wir gehen nach folgender Idee vor:
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1. Wir konstruieren aus (2,a) € ORD einen ungerichteten Graphen (A, R) mit
(A,a) ¢ EVEN < (A, R) zusammenhéngend,

Wir deuten die Konstruktion hier nur bildlich an:

OL1A2L3L4 0L1L2A3L4L5L6L7

[ [ 1 1 1]
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5 6
K J J | L J J J |

2. Wir driicken R(z,%) durch eine Formel 9 (z,%) iiber < aus; siche Ubung.

3. Ersetze dann in ¢ jedes Atom R(x,y) durch ¢ (z,y). Fiir die so erhaltene Formel ¢’ gilt

dann

(,a) F —¢' <= (A, R) nicht zusammenhiingend <= (,a) € EVEN,

im Widerspruch zur Nicht-Definierbarkeit von EVEN.
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