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Organisatorische Hinweise
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e Bitte legen Sie Thren Studierendenausweis und einen Lichtbildausweis zur Personenkon-
trolle bereit!

e Die angegebene Punkteverteilung gilt unter Vorbehalt.
e Es ist eine beidseitig beschriebene DIN-AJ-Seite als Hilfsmittel zugelassen.

e Die Losung einer Aufgabe muss auf den vorgesehenen freien Raum auf dem Aufgaben-
blatt geschrieben werden; die Riickseite des Blatts kann mitverwendet werden. Wenn der
Platz nicht ausreicht, konnen bei der Aufsicht zusétzliche Blatter angefordert werden.

e Wenn Sie die Priifung aus gesundheitlichen Griinden abbrechen miissen, so muss Thre
Priifungsunfidhigkeit durch eine Untersuchung in der Universitéatsklinik nachgewiesen
werden. Melden Sie sich in jedem Fall bei der Aufsicht und lassen Sie sich das entspre-
chende Formular aushéndigen.
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te Blitter inklusive Deckblatt und Hinweise) und einwandfreies Druckbild!
Vergessen Sie nicht, auf dem Deckblatt die Angaben zur Person einzutragen!

Erklarung
Durch meine Unterschrift bestéitige ich den Empfang der vollstdndigen Klausurunterlagen

und die Kenntnisnahme der obigen Informationen.

Erlangen, 1. Januar 2025
(Unterschrift)
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Aufgabe 1: Aussagenlogische Konsequenz und Beweise (16 Punkte)

a) Zeigen oder widerlegen Sie mittels Wahrheitstafeln, dass folgende logische Konsequenzen
gelten. Im negativen Fall muss die Wahrheitstafel nicht vollstéindig angegeben werden, sondern
es reicht, wenn sie ein Gegenbeispiel enthélt, das aber deutlich markiert werden muss (d.h.
eine unkommentierte Wahrheitstafel ohne deutlich identifiziertes Gegenbeispiel gilt nicht als
Losung). Im positiven Fall sollte kurz erldutert werden, warum die Wahrheitstafel die logische
Konsequenz bestétigt.

i) A= Bl=-AV-B

i) A>-A=A— B
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b) Man betrachte das folgende Beweisskript in Coq:

1 Require Import Classical.

2 Parameters A B : Prop.

3 Theorem Q1 : ~A \/ B -> (A -> B).

4 Proof.

5 intro H.

6 destruct H as [L|R].
7 intro x.

8 exfalso.

9 apply L.

10 exact x.

11 intro y.

12 exact R.

13 Qed.

Geben Sie fiir jeden der Schritte 6-11 das jeweils aktuelle Unterziel (subgoal) und Annahmen
samt Labels jeweils nach Durchfiihrung des Schritts an, indem Sie die umseitige Tabelle
vervollstéandigen. (Achtung: es kann weitere Unterziele geben, die gewissermafien im Stapel
unter dem aktuellen liegen; anzugeben ist zur Ersparnis von Schreibarbeit aber eben jeweils
nur das aktuelle.) Die Antworten fiir Schritte 4-5 sind als Beispiele schon eingetragen.

Hinweis: Zur Vermeidung tiberméfliger Schreibarbeit konnen Sie auf schon einmal angege-
bene Annahmen mit Label spéter einfach iiber ihr Label verweisen. Man erinnere sich, dass
Taktiken immer auf das erste von mehreren Unterzielen angewendet werden.
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Schritt | Annahmen Aktuelles Unterziel
4 Proof.
— ~A \/ B -> (A ->B)
5 intro H.
H: ~A\/B A ->B
6 destruct H as [LI|R].
7 intro x.
8 exfalso.
9 apply L.
10 exact x.
11 intro y.
12 exact R.
— No more subgoals.

13 Qed.
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Aufgabe 2: Formalisierung in Pridikatenlogik (9 Punkte)

Wir betrachten Arithmetik {iber dem Zahlraum der ganzen Zahlen N (man erinnere sich, dass
0 € N). Als Signatursymbole verwenden wir (ausschlieBlich!) die bindren Funktionen + und
in Infixschreibweise, die Konstanten 0 und 1 sowie ein binéres Pridikat < in Infixschreibweise;
unsere Signatur ist also

Y = {+/2, %/2,0/0, 1/0, </2}.

Formalisieren Sie folgende Aussagen als Formeln in Pridikatenlogik erster Stufe (inklusive

»,=", wenn benétigt) iiber dieser Signatur. (Gefragt ist nur die Angabe der Formeln, nicht

etwa Beweise!)

a) Es gibt genau eine Zahl, die kleiner als 1 ist.
b) Keine Zahl groler als 1 ist durch 0 teilbar.

c) Wenn eine Zahl alle Zahlen teilt, dann ist sie zwingend 1.

Hinweis: Die Signatur und die Syntax sollen ausdriicklich nicht erweitert werden.

Schreiben Sie Ihre Antworten in die dafiir vorgesehenen Boxen.

a)

b)
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Aufgabe 3: Unifikation (10 Punkte)

Wenden Sie fiir ¥ = {f/2,9/2,h/1} den Unifikationsalgorithmus aus der Vorlesung an, um
zu entscheiden, ob die Gleichung

F(h(), 9y, h(2))) = f(x, g(h(2),z))

unifizierbar ist, und ggf. einen allgemeinsten Unifikator zu berechnen. Hierbei sind x,y, z
Variablen und f, g, A Funktionssymbole.

Hinweis: Gefragt ist der korrekte Unifikationsalgorithmus gem#fl Vorlesung, also mit Occurs
Check. Gefordert sind sowohl die letztendliche (ezplizite!) Antwort als auch die einzelnen
vom Algorithmus durchgefiihrten Umformungsschritte, unter Angabe der jeweils verwendeten
Umformungsregel.
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Aufgabe 4: Priadikatenlogische Resolution (13 Punkte)

Zeigen Sie die Unerfiillbarkeit der untenstehenden Klauselmenge iiber der Signatur ¥ =
{R/2,f/1,9/1,a/0,b/0}, indem Sie aus den gegebenen Klauseln mittels priadikatenlogischer
Resolution die leere Klausel herleiten. Zeichnen Sie dazu in jedem Schritt Verbindungslini-
en von den beiden zu resolvierenden Klauseln zur neu hergeleiteten Resolvente. Annotieren
Sie eine der Linien mit der jeweils verwendeten Substitution. In den Klauseln sind a und b
Konstanten, wéhrend v, w, x,y Variablen sind.

Hinweis: Es hilft, sich das Argument vorab informell klarzumachen.

{R(a,9(b))}  {=R(v,w), R(f(f(v)),w)}  {=R(f(2),y), R(z,9(y))}  {~R(a,9(9(2)))}
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Aufgabe 5: Natiirliches Schlieflen (20 Punkte)

Geben Sie eine formale Herleitungen fiir die folgenden Aussagen in Aussagenlogik (Aufga-
be a) bzw. in Pridikatenlogik erster Stufe iiber der Signatur ¥ = {R/2, P/1, f/1,a/0} (Auf-
gabe b) im jeweiligen System natiirlichen Schlieflens gem#f Vorlesung an (hier sind R, P,
Pridikatensymbole und f, a Funktionssymbole).

Achtung: Es darf nur natiirliches Schlielen verwendet werden; nicht zuléssig sind Umformun-
gen auBerhalb des Systems.

a) -B—--A+A— B
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b) Vz. P(x) = Vy.R(y,y) + (Vx.P(z)) = Vy.R(y,y)

11
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Aufgabe 6: Priadikatenlogische Modelle (12 Punkte)

Sei ¥ die Signatur {R/2, P/1} (aus ausschliefflich Pridikatensymbolen). Zur einfacheren No-
tation von 3-Modellen stellen wir R mittels gerichteten Kanten zwischen Elementen des
Grundbereichs dar und markieren solche Elementen mit ,, P“, wenn sie P erfiillen.

a) Geben Sie eine geschlossene Formel ¢ mit maximal 2 Quantoren an, so dass M = ¢,
aber I = ¢ fiir

b) Geben Sie ein Modell 9t mit maximal 3 Elementen im Tréger an, so dass

M = Ve Jy.R(x,y), aber M = Jy.Ve. R(x,y).

c) Geben Sie ein Modell 9t mit maximal 3 Elementen im Tréger an, so dass

M= (Vz.P(x)) = Yy.R(y,y), aber M (= Vo. P(x) — Vy.R(y, y).
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Aufgabe 7: Aussagenlogische Semantik (10 Punkte)
Die Funktion f : .# — P(/) sei durch
f(@)={A € & |Fir alle k: & — 2 gilt: wenn k(A) =T dann k = ¢}

definiert, wobei .# die Menge aller aussagenlogischen Formeln iiber den Atomen .« ist.

a) Geben Sie eine Formel a mit f(«) = {B} und At(a)) = {B,C} an (ohne Beweis).
(Erinnerung: At(a) C & bezeichnet die Menge der Atome, die in o vorkommen.)

b) Beweisen Sie detailliert: jede Formel § mit f(3) \ At(5) # 0 ist giiltig.
Begriinden Sie alle Zwischenschritte. (Hinweis: Hier ist keine Induktion nétig!)

Sie diirfen (ohne Beweis) das Lemma aus der Vorlesung verwenden, dass fiir alle ¢ € .7
und k, k1 & — 2 gilt: wenn k(A) = K/(A) fiir alle A € At(¢), dann k | ¢ < k' = ¢.
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