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Mengen

Grundlegende Relation zwischen Mengen ist das Elementverhéltnis €. Die
Formel x € X liest sich ,x ist Element der Menge y“. Mengen sind allein
durch ihre Elemente bestimmt, d.h. zwei Mengen sind gleich, wenn sie die
gleichen Elemente haben. Ubliche Relationen und Operationen auf Mengen

sind

Teilmengenbeziehung/Inklusion: A ist Teilmenge von B, Schreibweise:
A C B, wenn aus x € A stets x € B folgt, d.h. B mindestens alle
Elemente von A enthélt. A heifit echte Teilmenge von B, wenn A C B
und A # B.

Vereinigung: A U B ist die Menge mit + € AU B genau dann, wenn
x € Aoder x € B.

Durchschnitt: AN B ist die Menge mit z € AN B genau dann, wenn
r€Aund x € B.

Disjunktheit: Mengen A und B sind disjunkt, wenn AN B = ().

Mengendifferenz: A\ B ist die Menge mit z € A\ B genau dann, wenn
x € A, aber nicht x € B.

Mengenkomprehension: Wenn A eine Menge ist und P(z) eine Aussa-
ge iiber z, so ist {x € A | P(x)} eine Teilmenge von A, die Menge
derjenigen Elemente x von A, die P(z) erfiillen.

Grofle Vereinigung/Grofier Durchschnitt: Wenn 2 eine Menge von
Mengen ist, dann schreibt man

UA={z|z € A fiir ein A € A}
A ={z]|zeAfiralle Ac AU}
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o Kreuzprodukt/kartesisches Produkt: Wenn A und B Mengen sind, dann
schreibt man
Ax B={(xz,y) |z € Ay € B}.

e Potenzmenge: Fiir eine Menge A ist die Potenzmenge P(A) die Menge
aller Teilmengen von A:

P(A) = {B| B C A}.

Ein hiufig verwendetes Verfahren zum Beweis der Gleichheit zweier Mengen
A, B ist, beide Inklusionen zwischen A und B zu zeigen, d.h. A C B und
B C A.

2 Relationen und Funktionen

Eine (zweistellige oder bindre) Relation zwischen Mengen A und B ist eine
Teilmenge R C A X B. Fiir x € A, y € B schreibt man {iblicherweise xRy als
Abkiirzung fiir (z,y) € R. Allgemeiner betrachtet man oft auch Relationen
anderer Stelligkeit; z.B. ist eine einstellige (undre) Relation auf A einfach eine

Teilmenge von A, und eine dreistellige (terndre) Relation eine Teilmenge von
Ax AxA.
Eine Relation f C A x B heifit

e linkstotal, wenn fiir jedes x € A ein y € B existiert mit (x,y) € f, und

e rechtseindeutig, wenn fir x,y,y" € A aus (z,y), (z,y') € f stetsy = ¢/
folgt.

Eine linkstotale und rechtseindeutige Relation heifit Abbildung oder Funktion
von A nach B, Notation: f : A — B. Die beiden Eigenschaften rechtfertigen
die Schreibweise f(x) fiir das eindeutig bestimmte y mit (x,y) € f. Fiir
C' C A bezeichnet dann f[C] das Bild von C unter f, d.h.

fICl={y € B| f(x) =y fir ein z € C},
und fiir D C B bezeichnet f~'[D] das Urbild von D, d.h.
fD]={z€ Al f(z) € D}.

Allgemein hat man fiir Mengenkomprehensionen der Form {y | f(x) =
y fiir ein x mit P(z)} die Kurzform {f(z) | P(x)}, z.B. in dieser Schreib-
welse

fle]={f(x) [z € C}.
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Eine Abbildung f : A — B heifit injektiv, wenn fiir alle x1,29 € A aus
f(z1) = f(z2) bereits x; = x5 folgt. Ferner ist f surjektiv, wenn fiir jedes
y € B ein z € A existiert mit f(z) = y. Eine Abbildung ist bijektiv, wenn
sie sowohl injektiv als auch surjektiv ist. Z.B. ist die durch f(n) = 2n de-
finierte Abbildung f : N — N injektiv, aber nicht surjektiv; die Abbildung
f:R — R mit f(z) =23 — 2% ist surjektiv, aber nicht injektiv; und die Ab-
bildung f : Z — Z mit f(x) = x+1 ist bijektiv. Typische Beispiele injektiver
Abbildungen sind ferner Abbildungen der Form i: B — A mit i(z) = z fiir
B C A; eine typische Klasse surjektiver Abbildungen sind Quotientenabbil-
dungen q: A — A/~, q(x) = [z] fiir Aquivalenzrelationen ~ C A x A.

Die identische Abbildung ids : A — Aist definiert durch id(x) = x; diese
Abbildung ist bijektiv. Gegeben Abbildungen f : A — Bund g : B — C
ist die Komposition go f : A — C definiert durch go f(z) = g(f(x)). Wenn
f + A — B eine bijektive Abbildung ist, dann existiert eine inverse Abbildung
g:B— Amit go f =idy, fog=1idg.

3 Ordnungen und Aquivalenzen

Eine Relation R C A x A ist
e reflexiv, wenn xRz fiir alle z € A;
e symmetrisch, wenn fiir alle x,y € A aus xRy yRx folgt;
e transitiv, wenn fiir alle x,y, 2 € A aus xRy und yRz xRz folgt;

e antisymmetrisch, wenn fiir alle z,y € A aus x Ry und yRx bereits x = y
folgt.

Eine Relation R C A x A heifit Aquivalenzrelation (auf A), wenn sie reflexiv,
symmetrisch und transitiv ist, und (partielle) Ordnung (auf A), wenn sie
reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist. Beispiel: Auf den ganzen Zahlen
ist die durch

nRm genau dann, wenn n — m durch 3 teilbar ist,

definierte Relation eine Aquivalenzrelation; auf den natiirlichen Zahlen ist
die Relation ,teilt“ eine Ordnung (man iiberlege sich, warum das auf den
ganzen Zahlen nicht stimmt). Eine Ordnung R auf A heiit total oder linear,
wenn fiir alle x,y € A Ry oder yRx gilt. Nicht alle Ordnungen sind total,
z.B. ist C eine Ordnung auf P(A), und wenn z.B. z,y € A, z # y, so gilt
weder {x} C {y} noch {y} C {z}. Auch die Teilbarkeitsordnung ist nicht
total.



Wenn < eine Ordnung auf A ist, so heifit ein Element x € A grifftes
Element von A, wenn y < x fiir alle y € A. Im Gegensatz hierzu heifit x
mazximal, wenn fiir alle y € A aus ¢ < y bereits x = y folgt. Eine Menge
kann viele maximale Elemente haben. Z.B. sind in der Menge aller echten
Teilmengen von A, geordnet wieder durch C, alle Mengen der Form A\ {z}
fiir r € A maximal.

Wenn ~ eine Aquivalenzrelation auf A ist, dann bezeichnet man mit [z].
oder, wenn ~ aus dem Kontext klar ist, einfach [z] fir die Aquivalenzklasse
von xr € A, gegeben durch

[z]. ={y € Alz ~y}.

Die Aquivalenzklassen bilden eine disjunkte Zerlegung von A, d.h. jedes Ele-
ment von A gehort zu genau einer Aquivalenzklasse. Insbesondere sind je
zwei Aquivalenzklassen entweder gleich oder disjunkt. Mit

Af~ ={[z]. [z € A}

bezeichnet man die Quotientenmenge von A modulo ~.



