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0.2 Logik in der Informatik

e Logik als Problem fiir Informatiker

— SAT

— Automatisches/Halbautomatisches Theorembeweisen
(SPASS, Vampire, Isabelle, Coq, Z3)

Logik als Programmierparadigma

— Prolog

— Mercury

Logik als Abfrageformalismus

— SQL
— Datalog

Logik als (Wissens-) Représentationsformalismus

— Ontologien
— Semantic Web
— OWL

Logik als Entwicklungsmethode

Spezifikation (Logik)

Implementierung

— Design-by-Contract: Spec#, JML, Dafny, Boogie, FramaC
— Isabelle/Coq/Z3



1 Aussagenlogik (informelle Einfithrung)

Redet iiber atomare Aussagen A, B, C, ... ohne Riicksicht auf deren innere Struktur.

(z.B. EsRegnet — HabeSchirm v WerdeNass)

und deren Wahrheitswerte, hier klassisch: { L ., T }

falsch wahr

Grundbestandteile einer Logik

e Syntax: ,,Was kann ich hinschreiben?*
o Semantik: ,,Was bedeutet das?*

e Beweismethoden: ,,Wie ziehe ich daraus Schliisse?* (manuell /automatisch)

2 Induktion

Induktion ist das Prinzip der Reduktion einer Aussage iiber ein Objekt auf gleichartige Aussa-
gen iiber ,einfachere“ Objekte in einem jeweils geeigneten Sinn. Wenn Objekte nur endlich oft
yeinfacher werden“ konnen, erreicht man so nach endlich vielen Reduktionen ein Objekt, das
nicht mehr einfacher werden kann; wenn man auflerdem fiir solche Objekte die entsprechende
Aussage beweisen kann (,,Induktionsanfang), hat man die Aussage fiir alle Objekte bewiesen.
Das Prinzip ist das gleiche wie bei der Programmierung rekursiver Funktionen — dort ruft man
(jedenfalls dann, wenn man an Terminierung interessiert ist) eine Funktion rekursiv mit Argu-
menten auf, die ,einfacher” als das urspriingliche Argument sind, und hat Basisfille, in denen
keine rekursiven Aufrufe stattfinden.

Wir fassen kurz die wesentlichen im weiteren benétigten Induktionsprinzipien zusammen. Wir
verweisen auch auf den auf der Veranstaltungshomepage verfiigharen Text von Thomas Vof3.

2.1 Induktion tiber natiirliche Zahlen

Das vermutlich bekannteste Induktionsprinzip ist die Induktion iiber natiirliche Zahlen (die,
mit gewisser Variation, immer in irgendeiner Form entweder als Axiom postuliert oder kon-
struktiv sichergestellt wird). In der einfachsten Form lautet das Prinzip wie folgt. Wenn eine
Aussage P(n) iiber natiirliche Zahlen n (die Induktionsbehauptung) die beiden Eigenschaften

1. Induktionsanfang: P gilt fir die 0 (als Formel: P(0)) und
2. Induktionsschritt: fir jede natiirliche Zahl n folgt P(n + 1) aus P(n), als Formel:
VneN.(P(n) - P(n+1))
(man bezeichnet hier P(n) als die Induktionsvoraussetzung)
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erfiillt, dann gilt P fiir jede natiirliche Zahl, als Formel:
Vn e N. P(n).

(Wir verwenden hier spéter formal eingefiihrte Notation vorwegnehmend, insbesondere All-
quantifizierung Vz. ¢, zu lesen ,fiir alle x gilt ¢“. Der Geltungsbereich des Quantors reicht
immer so weit nach rechts wie méglich; im Moment setzen wir aber zur Vermeidung von Miss-
verstédndnissen gelegentlich zusatzliche Klammern.)

Als Beispiel diene hier folgende einfache Identitét:

Zn]Qz—l

Zum besseren Abgleich mit dem allgemeinen Induktionsprinzip bezeichnen wir diese Aussage
mit P(n). Man beweist Yn. P(n) durch Induktion iiber n:

e Induktionsanfang: Es gilt 31 (2 — 1) = 0 = 0% (also P(0)).

e Induktionsschritt: Sei n € N, so dass Y, ,(2i — 1) = n? (also P(n)); zu zeigen ist dann
P(n+1), also Y74 (2i — 1) = (n + 1)2. Man rechnet wie folgt:

%(2¢—1)=i(2i—1)+2(n+1)—1

=n’+2n+1)—1
=n*+2n+1=(n+1)>~

Hierbei haben wir mit IV den Umformungsschritt markiert, in dem die Induktionsvoraus-
setzung P(n) angewendet wird.

Course-Of-Values Induction Nicht immer fiihrt Induktion nach obigem Schema zum Ziel.
Wenn wir z.B. den Fundamentalsatz der Arithmetik

Jede positive natiirliche Zahl ist ein endliches Produkt von Primzahlen

beweisen wollen, wird uns die Annahme, dass n ein Produkt von Primzahlen ist, erkennbar
nicht weiterhelfen beim Beweis der Behauptung, dass n + 1 ein Produkt von Primzahlen ist
(im Gegenteil teilen ja die Primzahlen, aus denen n zusammengesetzt ist, n + 1 gerade nicht).
Stattdessen verwenden wir folgendes stérkere Induktionsprinzip:

Satz 1 (Course-of-Values Induction). Sei P(n) eine Aussage iiber natiirliche Zahlenll] Wenn
fir jedes n aus Yk < n. P(k) bereits P(n) folgt, als Formel:

Vn. (Vk < n. P(k)) — P(n)),

so gilt P fir jede natirliche Zahl (als Formel: ¥Yn P(n)).

'Wir sind hier, wie schon vorher, ungenau beziiglich der Ausdrucksmittel, die zur Formulierung von P zur
Verfiigung stehen, insofern bleibt der Satz hier zum Teil informell. Man kénnte mit weiter unten eingefiihrtem
Wissen z.B. verlangen, dass P eine Formel in Logik erster Stufe ist, die nur 0 und Nachfolger erwahnt.




Beweis. In der Tat lasst sich diese Prinzip mittels normaler Induktion iiber n beweisen. Dies
ist gleichzeitig eine Illustration des Prinzip der Verstdrkung des Induktionsziels: Wenn sich eine
Aussage P(n) nicht durch Induktion beweisen ldsst, kommt man oft weiter, wenn man stattdes-
sen eine stirkere Aussage Q(n) (d.h. eine Aussage Q(n), so dass fiir jedes n die Aussage P(n)
aus Q(n) folgt) per Induktion beweist. Man hat dann zwar im Induktionsschritt mehr zu zeigen,
hat aber dazu eine stirkere Induktionsvoraussetzung zur Verfiigung. Auch im vorliegenden Fall
kann man sich iiberzeugen, dass die Induktionsvoraussetzung P(n) unter den Annahmen des
Satzes nicht ausreicht, um P(n + 1) zu folgern (dazu braucht man P(k) fiir alle & < n + 1,
die Induktionsvoraussetzung liefert dies aber nur fiir den Fall k£ = n). Stattdessen beweisen wir
unter den Annahmen des Satzes die stidrkere Aussage

VEk <n. P(k)

durch Induktion iiber n:

e Induktionsanfang: nach Annahme kénnen wir P(0) folgern, wenn P(k) fiir alle natiirlichen
Zahlen k < 0 gilt. Da es keine solchen Zahlen gibt, ist dies der Fall, also gilt P(0). Damit
gilt natiirlich auch V& < 0. P(k).

e Induktionsschritt: Es gelte V k& < n. P(k) (dies ist die Induktionsvoraussetzung); zu zeigen
ist Yk <n+1. P(k). Fiir die meisten k folgt dies sofort aus der Induktionsvoraussetzung;
zu zeigen bleibt P(n + 1). Nach der Annahme des Satzes reicht es dazu aus, zu zeigen,
dass P(k) fiir alle & < n + 1 gilt; das ist aber gerade unsere Induktionsvoraussetzung

¥k < n. P(k). 0

Mit diesem Prinzip beweisen wir nun den eingangs erwahnten Fundamentalsatz der Arithmetik:
Sei n > 0. Wir nehmen an, jede Zahl £ < n sei ein Produkt von endlich vielen Primzahlen
(Sonderfille hierbei per Konvention: 1 ist ein Produkt von 0 Primzahlen, und jede Primzahl
ist Produkt aus einer einzigen Primzahl). Wir miissen zeigen, dass dann n selbst ein Produkt
endlich vieler Primzahlen ist. Wir unterscheiden dazu zwei Félle: Wenn n selbst prim ist oder
n = 1, dann ist n per eben vereinbarter Konvention ein endliches Produkt von Primzahlen.
Andernfalls ist n zusammengesetzt, also n = km mit k&, m < n. Nach Induktionsvoraussetzung
sind dann k£ und m endliche Produkte von Primzahlen, also & = p;...p,, m = ¢1...qs mit
Ply- s Prsq, - - -, qs Primzahlen; damit ist auch n = km = p;...p,q1 ... qs ein Produkt endlich
vieler Primzahlen.

2.1.1 Backus-Naur-Form

Die Backus-Naur-Form (BNF) ist eine verbreitete Art, die Syntax von formalen Sprachen (ge-
nauer: sogenannten kontextfreien Sprachen, s. BFS) mittels sogenannter Grammatiken dar-
zustellen. Man arbeitet mit zwei Alphabeten T und N von terminalen und nichtterminalen
Symbolen; wir beschrinken uns hier der Einfachheit halber auf den Fall mit nur einem nicht-
terminalen Symbol. Eine BNF (oder einfach eine Grammatik) hat dann die Form

n = By|-| Bn
mit N = {n} und By,..., B, € (N uT)* die B; heilen Alternativen. Eine Alternative
B; = wonwin .. .nwy mit wy, ..., w € T*

lesen wir als eine Regel zur Einfithrung von Instanzen von n:
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wenn vy, ..., v, Instanzen von n sind, dann auch wov,wyvs . .. vpw.

Die so entstehende Regelmenge lesen wir induktiv, d.h. ein Wort iiber 7' ist dann eine Instanz
von n, wenn sich dies durch endlich viele Regelanwendungen herleiten lésst. Insbesondere sind
alle Instanzen von n endliche Worter.

Unser erstes Beispiel ist die Grammatik

o, u=LAloat|—p (Ae o),

wobei wir zwecks leichterer Notation zwei verschiedene Namen ¢, ¢ fiir dasselbe Nichtterminal
verwenden. Dabei ist o/ eine gegebene Menge von Atomen, d.h. nicht weiter unterteilbaren
Aussagen. Wir haben hier also T' = &/ U{L, A, =} (bzw. T = &/ U{L, A, —,), (}, wobel wir aber
Klammern in der Grammatik implizit lassen und Terme nur bei Bedarf klammern). Instanzen
von ¢ nennen wir (aussagenlogische) Formeln. Dies entspricht in der Lesart als Regeln dem
Regelsystem

1. 1L und A € & sind Formeln.
2. Wenn ¢ eine Formel ist, dann auch —¢.

3. Wenn ¢ und v Formeln sind, dann auch ¢ A 1.
Z.B.ist A A =1 eine Formel; durch Riickwértsanwenden der Regeln sieht man dies wie folgt:

e A A — 1 ist eine Formel, denn (3)):
e A€ o ist eine Formel und — 1 ist eine Formel, denn :
o | ist eine Formel ([I).

2.2 Strukturelle Induktion

Man kann nun Induktion nicht nur iiber den natiirlichen Zahlen verwenden, sondern auch iiber
im wesentlichen allen endlichen azyklischen Datenstrukturen (und sogar noch allgemeineren
Objekten, was hier aber zu weit fithrt) — insbesondere z.B. iiber mittels einer Grammatik
definierten Objekten, wie etwa aussagenlogischen Formeln.

Wir stellen uns ein solches Objekt dabei eher als eine baumférmige Struktur als einen flachen
String vor (d.h. wir stellen uns z.B. Formeln fertig geparst vor). In ihrer einfachsten Form
besagt strukturelle Induktion dann, dass jede Eigenschaft, die fiir alle Blatter gilt und sich von
direkten Kindern auf Elternknoten vererbt, fiir alle Baume gilt.

Formal stellt sich dies wie folgt dar: Aus einer BNF
n::=DB| | By

erhalten wir ein Induktionsprinzip zum Beweis einer Eigenschaft P fiir alle Instanzen von n,
in dem m verschiede Induktionsschritte durchzufiithren sind, einer fiir jedes B;. Der Indukti-
onsschritt fiir B; = wonwin...nwy verlangt, dass man unter der Annahme, dass Instanzen
v1,...,v; von n bereits P erfiillen (Induktionsvoraussetzung), zeigt, dass auch die neu erzeugte
Instanz

WoUV1W7 . .. VW



die Eigenschaft P erfiillt. Wenn n nicht in B; vorkommt, B; also nur aus terminalen Symbolen
besteht, ist der Induktionschritt fiir B; natiirlich eher eine Art Induktionsanfang (von denen
es dann mehrere geben kann), da man keine Induktionsvoraussetzung hat. Die Rechtfertigung
dieses Induktionsprinzips, d.h. der Beweis der Tatsache, dass man nach Durchfithrung aller
Induktionsschritte tatsdchlich folgern kann, dass P(w) fiir alle Instanzen w von n gilt, ist per
Course-of-Values-Induktion iiber die Lange von w, bei Fallunterscheidung iiber die Regel, mit
der man w erzeugt hat.

Ein erstes Beispiel dieses Prinzips ist die eingangs diskutierte Induktion iiber natiirliche Zahlen.
Wir kénnen namlich die natiirlichen Zahlen als die Instanzen der Grammatik

n = z|s(n)

ansehen — diese sind z, s(z), s(s(z)), s(s(s(2))), .... Dann haben wir geméf den obigen Vor-
schriften beim Beweis einer Eigenschaft P fiir alle Instanzen von n zwei Induktionsschritte,
einen fiir jede Alternative der Grammatik:

e z: Hier kommt n nicht vor, zu zeigen ist also einfach P(z). Dies entspricht dem iiblichen
Induktionsanfang (z steht fiir 0).

e s(n): Hier ist zu zeigen, dass, wenn n die Eigenschaft P hat, dann auch s(n), wobei
jetzt n als Platzhalter fiir eine beliebige Instanz steht. Da s fiir die Nachfolgerfunktion
steht, entspricht dies genau dem {iiblichen Induktionsschritt.

Fiir aussagenlogische Formeln erhalten wir ein strukturelles Induktionsprinzip mit vier Indukti-
onsschritten (von denen zwei in Wirklichkeit Induktionsanfinge sind): Um zu zeigen, dass eine
Eigenschaft P(¢) fiir alle aussagenlogischen Formeln ¢ gilt, zeigt man

o P(L);

o P(A) fiir alle A € o

o wenn P(), dann auch P(—¢); und

o wenn P(¢) und P(1)), dann auch P(¢ A ).

Wir verwenden dieses Prinzip ganz entsprechend auch zur rekursiven Definition von Funktio-
nen, wie etwa in der folgenden Definition.

Definition 2 (Atome einer Formel). Die Menge At(y) der in ¢ vorkommenden Atome ist
rekursiv definiert durch

At(A) = {A}
AH(T) =g
At(—p) = At(p)
At(p A ) = At(p) U At())

Das Schema der rekursiven Aufrufe ist dasselbe wie das der Induktionsvoraussetzungen im
Induktionsprinzip, d.h. rekursive Aufrufe erfolgen immer auf die Bestandteile des aktuellen
Arguments — bei der Klausel fiir At(¢ A 9) z.B. auf ¢ und 1. Als Beispiel beweisen wir die
Behauptung



Fiir jede Formel ¢ ist die Menge At(¢) endlich
durch Induktion iiber ¢:
e At(L) = & ist endlich.
e Fiir Ae o ist At(A) = {A} endlich.
e Sei At(¢) endlich; dann ist auch At(—¢) = At(¢) endlich.
e Seien At(¢) und At(y)) endlich; dann ist auch At(¢ A 1) = At(¢) U At(y)) endlich, da die

Vereinigung zweier endlicher Mengen wieder eine endliche Menge ist.

3 Aussagenlogik

Wir kommen nunmehr zur formalen Behandlung der Aussagenlogik hinsichtlich Syntax, Se-
mantik und Beweistheorie.

3.1 Syntax

Wir definieren (wie im Abschnitt iber Induktion) die Menge der aussagenlogischen Formeln ¢, ¢
durch die Grammatik

o, =L Alpad|—p (Aed).

Wir vereinbaren:

e — bindet am stérksten

o [ =—1

e (pvy)=—(-pnr—)

s 9P =—pvi
cpov=(0—=U)r W=y

e A und v binden starker als — und <.

(Hierbei bezeichnet = syntaktische Gleichheit; z.B. A A B # B A Al)
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3.2 Semantik
3.2.1 Informelle Semantik

Die Aussprache und intuitive Bedeutung der logischen Operatoren ist

oAt y6und
—p ,nicht ¢
RV ¢ oder 1
0 — Y ,wenn ¢, dann ¢“
R ,genau dann ¢, wenn ¥
T , Wahr*
1 ,, Falsch*

Hierbei ist ,,oder“ als inklusives Oder zu lesen, d.h. es diirfen auch beide Aussagen wahr sein;
,2wenn“- dann® ist eine materielle Implikation, d.h. wenn ¢ nicht gilt, ist ¢ — 1 stets wahr
— insbesondere auch dann, wenn v falsch ist! Ferner ist ¢ — 1 stets wahr, wenn v gilt, ohne
Riicksicht darauf, ob diese Tatsache etwas mit ¢ zu tun hat, oder ¢ auch nur wahr ist.

Fiir die logischen Operatoren werden folgende sprachliche Bezeichnungen verwendet:

J

Negation

Konjunktion

Disjunktion

Implikation

Biimplikation, Aquivalenz

Wahrheit, konstant wahre Aussage, Verum

41 1 < >

Falschheit, konstant falsche Aussage, Absurditéit, Falsum

3.2.2 Wahrheitsbelegungen und Erfiilltheit

Im Allgemeinen sind Formeln nicht schlechthin wahr oder falsch, sondern erhalten erst durch
die Festlegung konkreter Wahrheitswerte fiir die propositionalen Atome einen Wahrheitswert.
Formal stellt sich dies wie folgt dar:

Definition 3 (Wahrheitsbelegung, Erfiilltheit). Wir schreiben 2 = {1, T} fiir die Menge der
Wahrheitswerte. Eine Wahrheitsbelegung (WB) ist eine Abbildung

k.o — 2,

legt also Wahrheitswerte fiir alle Atome fest.
Wir definieren die Erfillheitsrelation k = ¢ (lies: k erfiillt @) rekursiv (genauer gesagt per
struktureller Rekursion wie in Abschnitt [2 eingefiihrt) durch
KH L
KA < k(A =T
KEpAY <= kKEgpund kK =Y
KE —p < K.
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In Worten: « erfiillt L nicht; s erfiillt ein Atom A, wenn es A den Wert ,,wahr zuweist; k
erfiillt die Konjunktion zweier Formeln, wenn x beide Formeln erfiillt; x erfiillt die Negation
einer Formel ¢, wenn  die Formel ¢ nicht erfiillt.

Erfilltheit verhélt sich fiir die abgeleiteten Operatoren wie folgt:

k= T stets
KEpVviYy <= (kg oder k=)
k@ —1 < (falls k = ¢, so auch k = 1)
KE @< < (kE pgenau dann, wenn s = 1))

Beispiel 4. Die Wahrheitsbelegung s ordne den Atomen A und B die Werte x(A) =
T und k(B) = L zu; Kurzschreibweise: k = [A — T,B +— 1] (das spezifiziert x nicht ein-
deutig, was im Folgenden aber nicht stort). Dann gilt

ki ((Av —B) > B) < (falls s = (A v —B), so auch k E B)
Esgilt k = Av =B <= (k E Aoder k E —B). Nun gilt k(A)

=T,
ki Av —B. Esgilt aber k £ B (da k(B) = 1), also k ¥ (A v —=B) — B.

Andere Wahrheitsbelegungen konnen die Formel aber erfiillen, z. B. gilt k3 = (A v —B) - B
fir ke = [A — T,B — T], oder in der Tat fiir jedes ko mit xko(B) = T (nie dagegen, wenn
KQ(B) = J_>

also k F A, somit

Wir dehnen den Begrift der Erfiilltheit auf Mengen & von Formeln aus: Eine Wahrheitsbele-
gung k erfillt ® genau dann, wenn s alle Formeln ¢ erfiillt, die in ® enthalten sind, d.h.

RE® <= Vped (kEp).

(Insbesondere gilt also k |= J stets.)

3.2.3 Erfiillbarkeit, Giiltigkeit, logische Konsequenz

Aus der eben angegebenen Semantik ergeben sich verschiedene von einzelnen Wahrheitsbele-
gungen unabhéngige, nur auf Formeln anzuwendende semantische Begriffe:

Definition 5. Seien ¢, Formeln und ® eine Menge von Formeln.

e & ist erfillbar, wenn eine Wahrheitsbelegung « mit « = & existiert; ¢ ist erfillbar,
wenn {¢} erfiillbar ist.

e ¢ ist giiltig, wenn k |= ¢ fiir alle Wahrheitsbelegungen k; wir schreiben dann = ¢.

e ¢ und v sind logisch dquivalent, in Symbolen ¢ = v, wenn ¢ < 1 giiltig ist, d.h. wenn
fiir jede Wahrheitsbelegung s genau dann s |= ¢ gilt, wenn & = 1) gilt.

e 1 ist eine logische Folgerung oder logische Konsequenz aus ®, in Symbolen ® = 1, wenn
fiir jede Wahrheitsbelegung £ mit xk = ® auch & = ¢ gilt.
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Logische Folgerung bezeichnet also das Verhéltnis, das zwischen einer gegebenen Menge von
Formeln, den Annahmen, und einer einzelnen Formel, der Folgerung, besteht, wenn immer dann,
wenn die Annahmen erfiillt sind, auch die Folgerung erfiillt ist.

Achtung: Fiir ¢ =1 wird ausdriicklich nicht verlangt, dass umgekehrt auch aus s = 9 stets
K = @ folgt.

Beispiel 6 (Erfiillbarkeit und logische Konsequenz).

Erfiillbar: A — —A (eine erfiillende Wahrheitsbelegung ist x(A) = 1)
Unerfiillbar: A A —A

Logisch dquivalent: (Av —B) - B=B

Giiltig: Av—-A,(AAB)—> A

Logische Konsequenz: {A — B, A} = B (diesen Schluss nennt man ,,modus ponens*)

Es ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen, dass eine Formelmenge & genau dann un-
erfilllbar ist, wenn ® = 1, und dass eine Formel ¢ genau dann giiltig ist, wenn ¢ = ¢; im
letzteren Fall schreiben wir vereinfacht auch = ¢. Wir haben folgende weitere Beziehungen
zwischen den einzelnen Begriffen:

Lemma 7. Seien ¢ eine Formel und ® eine Menge von Formel. Dann gilt

1. 9 ist genau dann giiltig, wenn — unerfillbar ist.
2. 1 ist genau dann erfillbar, wenn — nicht giiltig ist.

3. ) ist genau dann logische Folgerung aus ®, wenn die Vereinigung von ® und der Negation
von ¢ unerfillbar ist:

Y — (Du{—y})E L

Beweis. Teil [[] ergibt sich einfach durch Spezialisierung von [3] auf ® = . Ferner erhilt man [2]
per Anwendung von I auf —, mittels der logischen Aquivalenz —— = 1. Fiir I 3| zeigen wir
zwei Implikationen:

<=“: Sei k = ®; wir miissen x = 1 zeigen. Beweis durch Widerspruch: wenn nicht s = 9,
dann per Definition x = =, also k = ® U {—1}. Letzteres ist aber nach Annahme unerfiillbar,
Widerspruch.

= Wir nehmen zwecks Widerspruchs an, es gibe x mit k = ® U {—}. Dann gilt xk = ®,
aber nicht k = 1, im Widerspruch zu @ |= 9. ]

3.3 Wahrheitstafeln

Eine Wahrheitstafel ist eine tabellarische Auflistung der Wahrheitswerte einer Formel in
Abhéngigkeit von den Wahrheitswerten der (endlich vielen!) in ihr vorkommenden Atome.
Wahrheitstafeln liefern Entscheidungsalgorithmen fiir Erfiillbarkeit, Giiltigkeit, logische Kon-
sequenz und logische Aquivalenz in der Aussagenlogik; diese sind aber offenbar in der Praxis
nicht skalierbar, da stets die gesamte (exponentiell grofie) Wahrheitstafel erzeugt werden muss.
Konkret:
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e ¢ ist giiltig genau dann, wenn alle Werte fiir ¢ in der Wahrheitstafel T sind .
e o ist erfiillbar genau dann, wenn T als Wert fiir ¢ in der Wahrheitstafel fiir ¢ vorkommt.

e © = 9 genau dann, wenn ¢ und ¢ in der gemeinsamen (!) Wahrheitstafel in jeder Zeile
den gleichen Wert haben.

e & = ¢ (fiir ® endlich) genau dann, wenn in der gemeinsamen Wahrheitstafel fiir & und
1 die Formel 9 in jeder Zeile, in der alle ¢ € ® den Wert T haben, ebenfalls den Wert T
hat.

Beispiel 8. Wahrheitstafel von A - B = —-A v B:
B|—-A|—-Av B

— A

— - A
— =~

—A v A ist giiltig:

A — —A ist erfiillbar:

1L 7T T
T 1 1
—-(A— B) = A:
A B A—-B —(A— B)
1 1 T 1
L T T 1
T 1L 1 T
T T T 1
{A— B,A} = B:
A B A—B
1 1 T
1 T T
T 1L 1
T T T

(Im letzten Beispiel muss man Erfiilltheit von B nur in der letzten Zeile priifen, da nur dort
die beiden Annahmen A und A — B erfiillt sind.)

B v —B = A v —A: bei beiden Formeln steht nur T in der Wahrheitstafel.

Im letzten Beispiel sieht man, dass zwei Formeln trotz unterschiedlicher verwendeter Atome
dquivalent sein konnen. Wir erinnern noch einmal an die formale Definition der in einer Formel
verwendeten Atome per Rekursion:
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Definition 9 (Atome einer Formel). Die Menge At(y) der in ¢ vorkommenden Atome ist wie
im Abschnitt iiber Induktion rekursiv definiert durch

Beispiel 10. Wir berechnen At((A A B) A —A):
At((A A B) A —A) = At(A A B) U At(—A)
= At(A) U At(B) U At(A)
= {A} v {B} v {4} = {4, B}

Das folgende Lemma ist die formale Legitimation dafiir, dass Wahrheitstafeln sich auf die in ¢
vorkommenden Atome beschrinken diirfen.

Lemma 11. Die Erfiilltheit k &= ¢ hdngt nur von den Belegungen der Atome von ¢, also von
den Werten k(A) fir A € At(e) ab; d.h. wenn k und k' auf At(p) tbereinstimmen, so erfillt
k genau dann @, wenn k' dies tut. Formal: Wenn k, k" : o/ — 2 mit k(A) = '(A) fir alle
A € At(y), dann gilt

kE @ <= K E .

Beweis. Strukturelle Induktion iiber ¢. Wir gehen alle Alternativen der Grammatik durch:
1: Esgilt k = L und &’ = L.
A:Es Ae At(A),alsok F A «— k(A) =T < K(A) =T < v EA
—¢: Es gilt At(—¢) = At(¢), d.h. k und &’ stimmen auf At(¢) iiberein. Daher k = —¢ <=
Ko <= Ko = K E—o.
oA Es gilt At(o A1) 2 At(¢), At(¢), d.h. k und &’ stimmen auf At(¢) und auf At(¢) iiberein.
Daher k Ed A ) = (k| ¢ und k =) LR (K Edund k' =) <= K = ¢ A
O

Die Semantik von ¢ ist also bestimmt durch endliche Tabellierung von k &= ¢ fiir alle k : Ag — 2
mit Ay € & endlich, At(p) S Ao. Dies ist die formale Rechtfertigung fiir das Wahrheitstafel-
verfahren; wir geben fiir den Fall der logischen Aquivalenz eine explizite Prazisierung an:

Lemma 12. Fiir Formeln ¢,v gilt ¢ = 1 genau dann wenn ¢, identische Wahrheitstafeln
iber At(p) U At(v)) haben.

3.4 Logische Aquivalenzen

Im folgenden geben wir eine Ubersicht wichtiger logischer Aquivalenzen.

——p = (Doppelnegationselimination)

—(pAY)=(—p Vv ) (De Morgansche Gesetze)
—(pv ) =(—p A1)
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oA vx)=(@a)v(pAax) (Distributivgesetze)
pv(Wax)=(evY)alevx)

(pA)Ax=p A (Y AYX) (Assoziativgesetze)
pv(@vx)=(pvy)vx

XAT=x (Neutrale Elemente)
xvil=x

CAY= A (Kommutativitét)
pvib=9P v

OAP= (Idempotenz)
pVvVe=yp

4 Formale Deduktion in Aussagenlogik

Systeme formalen Schlieflens dienen der rein syntaxbasierten Herleitung von Formeln, die ein-
fach als zu manipulierende Zeichenketten angesehen werden. Ein Deduktionssystem besteht
typischerweise aus Aziomen, also Formeln, die ohne weitere Voraussetzungen als hergeleitet
hingeschrieben werden konnen, sowie aus Regeln, die festlegen, wie man aus bereits hergelei-
teten Formeln bzw. schon durchgefiihrten Herleitungen neue Formeln herleitet. Im einfachsten
Fall hat eine Regel die Form

Prémissen

Konklusion

Die Prdmissen reprisentieren Formeln, die zur Anwendung der Regel bereits hergeleitet sein
miissen; die Regel gestattet dann die Herleitung der Konklusion. In komplizierteren Féllen
konnen die Pramissen statt Formeln auch ganze Herleitungen sein; dazu sehen wir spéater Bei-
spiele. Zusatzlich kann eine Regel Seitenbedingungen haben, also auflerhalb der logischen Syntax
ausgedriickte Bedingungen fiir die Anwendbarkeit der Regel, idealerweise einfache Zusatzforde-
rungen an die syntaktische Struktur wie etwa das Vorkommen oder Nichtvorkommen gewisser
Symbole.

Man unterscheidet verschiedene Typen von formalen Deduktionssystemen, u.a. nach der Ge-
wichtung zwischen Axiomen und Regeln:

Hilbert Viele Axiome, wenig Regeln; meist nur modus ponens

¢ ¢—1p

(mp) m

Gentzen Regeln fiir Sequenten ¢1,...,¢, — U1, ...,9x, zu lesen als ,,die Konjunktion der ¢;
impliziert die Disjunktion der ¢;“. Axiome (in der Grammatik mit nur L, A, —) sind nur
Sequenten der Form ¢, -+ ¢,... oder L,--- | ....
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Natiirliches Schlieflen Variante des Sequentenkalkiils, in der nur eine Formel rechts von
stehtE| und die linke Seite implizit gelassen wird; stattdessen hat man lokale Mengen von
Annahmen, die in hierarchisch strukturierten Beweisen rekursiv aufgebaut werden.

Wir lernen im folgenden ein System natiirlichen Schlieens kennen, den Fitch-Kalkiil.

Oft sind die Regeln eines Kalkiils so organisiert, dass man fiir jedes logische Konnektiv Re-
geln sowohl zur Einfithrung (I wie Introduction) als auch zur Entfernung (E wie Elimination)
bereitstellt. Diese Struktur weist auch das folgende einfithrende Beispiel auf.

Beispiel 13 (Regeln fiir eine auf Konjunktion beschriankte Logik).

¢ ¥ PAY PAY
PAY (G

(AD) (AET) (AE2)

Die Regel (Al) (,Und-Einfithrung“) erlaubt es uns, sofern wir bereits ¢ und ¢ hergeleitet
haben, auch ¢ A ¢ herzuleiten; die Regeln (A E1) und (A E2) (,Und-Elimination“) erlauben es,
aus einer bereits hergeleiteten Konjunktion deren Konjunkte herzuleiten.

Notation: Fiir eine Formel ¢ und eine Menge & von Formeln schreiben wir ® - ¢, wenn ¢
mittels der gegebenen Regeln (also insbesondere rein syntaktisch) aus Annahmen in ¢ her-
leitbar ist. Fiir Beweise verwenden wir oft eine baumartige Schreibweise, wie z.B. in folgender
Herleitung von 1 A ¢ aus der Annahme ¢ A 9, die also {¢ A ¥} - 1 A ¢ bezeugt:

oA oA

(AE2)
( ¢ (AT)

(AE1)
VAP

Der Ubersichtlichkeit halber verwenden wir im folgenden alternativ auch eine linearisierte Dar-
stellung des Beweisablaufs:

1 j/\w

2 v (AE2) (1)
3 o) (AET) (1)
4 VAP (AD) (2,3)

Wir notieren in jedem Schritt die hergeleitete Formel (erste Spalte) sowie die verwendete Regel
und die Pramissen (zweite Spalte). Die erste Zeile enthélt eine Annahme; Annahmen werden
von Schliissen durch einen waagerechten Strich getrennt.

In Beweisen in ausdrucksstérkeren Logiken als der im obigen Beispiel betrachteten Spielzeuglo-
gik kommt es auch vor, dass ein Unterbeweis als Pramisse verwendet wird; es ergibt sich daraus
eine hierarchische Strukturierung von Beweisen. Unterbeweise haben lokale Annahmen, die wie
im Beispiel oben durch einen waagerechten Strich abgetrennt werden. Die lokale Annahme

2Fiir sehr Interessierte: Wenn man weiter nachliest, mag zunichst irritieren, dass die Beschrinkung auf
nur eine Formel auf der rechten Seite gerade das ist, was Gentzens intuitionistischen Sequentenkalkiil LJ vom
klassischen Kalkiil LK unterscheidet. In der Tat machen wir unser System gewissermaflen mit Gewalt klassisch,
indem wir ausdriicklich die Doppelnegationsregel hinzunehmen, wihrend diese in LK aus deutlich natiirlicher
wirkenden Regeln herleitbar ist.
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verschwindet mit dem Ende des Unterbeweises (daher der Name), d.h. sie steht zum einen
auBerhalb des Unterbeweises nicht als Pramisse fiir Regelanwendungen zur Verfiigung, zum
anderen ist aber der duflere Beweis auch von ihr unabhéngig, d.h. liefert Herleitungen mit ent-
sprechend weniger Annahmen (also stirkere Aussagen). Solche Unterbeweise werden benétigt,
wenn wir unser Regelwerk auf Negation und | erweitern:

e um eine negierte Formel —¢ zu beweisen, nimmt man in einem Unterbeweis ¢ an und
leitet daraus einen Widerspruch her;

e um einen Widerspruch herzuleiten, zeigt man fiir irgendeine Formel ¢ sowohl ¢ als
auch —¢;

e aus einem Widerspruch folgt beliebiges (ez falso quodlibet);

e aus einer zweifach negierten Formel ——¢ folgt ¢.

Allein in der letzten Regel verbirgt sich iibrigens das Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten
(tertium non datur, excluded middle).

Beispiel 14. - —(¢ A —¢):

|
2 || én—o

3 || ¢ (AE1),2
4 0] (AE2),2

5 1 (L1),2,3
6 —(pA—¢)  (=I),1-4

Damit ist unser System zunéchst einmal fast komplett; aus technischen Griinden goénnen wir
uns noch eine Reiterationsregel, die uns erlaubt, Annahmen oder Schliisse aus dem aktuellen
Unterbeweis oder aus Unterbeweisen oberhalb des aktuellen noch einmal hinzuschreiben (das
Kopieren von Formeln aus anderen Unterbeweisen als den genannten ist natiirlich nicht erlaubt,
insbesondere z.B. von unterhalb des aktuellen Unterbeweises). Wir erwidhnen Verwendung dieser
Regel meist nicht ausdriicklich.

Erweiterung auf Disjunktion und Implikation Wir haben Disjunktion und Implikation
durch Konjunktion und Negation codiert und kénnen daher folgende Regeln fiir diese Konnek-
tive aus den Regeln fiir Negation und Konjunktion herleiten:
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¢ Y
(v[l)¢v¢ (VI2)¢V¢ (VE) ",
Cpit 2

Die Eliminationsregel (v E) verkorpert dabei das Prinzip der Fallunterscheidung: Um x aus
einer Disjunktion ¢ v 9 herzuleiten, zeigt man, dass man x sowohl aus der Annahme ¢ als
auch aus der Annahme 1) herleiten kann. Die Einfithrungsregel (— I) entspricht gerade der
iiblichen Art, eine Implikation ¢ — v herzuleiten: man nimmt ¢ an und leitet daraus ¢ her.

Die Eliminationsregel (— FE) ist, wie oben schon einmal angedeutet, auch als modus ponens
bekannt.

Wir fiithren die Herleitung der Regeln an zwei Beispielen vor:

Herleitung von (— I) bei Codierung ¢ — ¢ = —(—=—¢ A =)

1 —=¢ A =Y

I (AEy) 1
3 o) (—FE) 2

4 : Annahme
5 (8

6 =) (AEy) 1
7 | L (L1) 5,6
S (mmba-p) (<D 1T



Herleitung von (— E) bei Codierung ¢ — ¢ = —¢ v ¢

1 ¢

2 —p VY

30| e

e |1 (L) 1,3

5 | le  we

6 (4

7 72# (Reiteration)

8 Y (VE) 3-5,6-7, 2

Achtung: In Ubungs- und Klausuraufgaben verlangen wir iiblicherweise, dass v
und — gerade nicht dekodiert werden, sondern mittels der oben eingefiihrten Regeln
behandelt werden. So ein Vorgehen ist meist auch einfacher als formale Beweise iiber
die dann doch schnell recht komplizierten dekodierten Formeln.

Satz 15. (Korrektheit)
OHYy=DEY

Beweis. Wir verallgemeinern zunéchst die Behauptung auf Aussagen v, die in Unterbeweisen
gefolgert werden: Wir behaupten, dass fiir solche Aussagen @' |= 1 gilt, wobei @ aus allen im
betreffenden Unterbeweis aktiven Annahmen besteht (inklusive der globalen Annahmen ®). Wir
beweisen die verallgemeinerte Behauptung per Induktion iiber die Lénge n der Herleitung von .
Hierbei verwenden wir course-of-values induction, d.h. wir beweisen, dass die Behauptung fiir
n = k gilt, wenn sie fiir alle n < k gilt.

Wir unterscheiden dann nach der zuletzt angewendeten Regel, z.B. a) Al (hier im Skript
ausgelassen), b) (—I): Der Unterbeweis in der Pramisse bedeutet, dass ® U {¢} - L, wobei &’
die Menge der bei Anwendung der Regel aktiven Annahmen ist und im Unterbeweis eben die
Annahme ¢ dazukommt. Da der Unterbeweis echt kiirzer ist als der Gesamtbeweis, konnen wir
auf ihn die Induktionsvoraussetzung anwenden, d.h. es folgt ® U {¢} = L; mit anderen Worten,
®’' U {4} ist unerfiillbar. Damit folgt per Lemma (7] wie verlangt ®’ = —¢. Die anderen Regeln
fiir A, — und L sind noch wesentlich einfacher; die Regeln fiir v und — sind dann ebenfalls
korrekt, da wir sie ja aus denen fiir A, — und L herleiten. O

4.1 Vollstindigkeit

In Umkehrung zur Korrektheit gilt auch

Satz 16. Volistindigkeit
PEY=>]H Y

Der Beweis dieser Implikation ist wesentlich schwieriger als der der Korrektheit, da uns die
Annahme ® = ¢ kein Objekt liefert, iiber das man Induktion treiben konnte (wihrend der
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Beweis der Korrektheit ja einfach per Induktion iiber die Herleitung von v aus ® lief). Wir
fithren den Beweis im wesentlichen per Kontraposition, d.h. wir zeigen, dass ® ¥ ¢ aus @ (£
folgt; Nicht-Herleitbarkeit ldsst sich wiederum kompakt auf den Begriff der Konsistenz von
Formelmengen zuriickfiihren:

Definition 17. Eine Formelmenge ® heifit konsistent, wenn ® 4 1, d.h. wenn sich aus ® kein
Widerspruch herleiten lédsst. Ferner ist ® maximal konsistent, wenn & maximal beziiglich <
unter den konsistenten Mengen ist, d.h.

1. ® ist konsistent, und

2. wenn ¥ konsistent ist und & < W, dann folgt & = .

Beweis. Strategie des Vollstandigkeitsbeweises ist

(A) Zeige
® konsistent = & erfiillbar.

Damit folgt dann Vollstédndigkeit wie im Satz behauptet: Sei ® = ¢; dann ist & U {—}
unerfiillbar, also nach obigem inkonsistent, also ® U {—1} - L. Mittels Regel (—1) folgt
® - ——1), und mittels (—F) ® + 1.
Slogan: Vollstandigkeitsbeweise bestehen in Modellkonstruktionen.

(B) Zeige (A) zunéchst fiir den Spezialfall, dass ® mazimal konsistent ist.

(C) Beweise das

Lindenbaumlemma: Wenn & konsistent ist, dann existiert ein maximal konsis-
tentes ¢ mit & < P.

Damit folgt dann (A) aus (B): Wenn @ konsistent ist, dann existiert ® wie im Linden-
baumlemma. Nach (B) ist ® erfiillbar, und damit trivialerweise auch &.

Wir beginnen mit (C) und zeigen dazu:

Lemma 18 (Konsistenzlemma). Sei ® konsistent. Dann ist mindestens eine der Mengen ® U
{v} und & U {—1} konsistent.

Beweis. Per Kontraposition: Seien ® U {¢} - L und ® U {—¢} - L. Mittels (—I) folgt ® - —1)
und ® - ——1), also per (LI) ® - L, d.h. ® ist inkonsistent. ]

Beweis (Lindenbaumlemma). a) Zorn: Vereinigungen aufsteigender Ketten von konsistenten
Mengen sind konsistent, also hat die mittels < geordnete Menge der konsistenten Mengen
oberhalb einer gegebenen nach dem Zornschen Lemma maximale Elemente.
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oder b): Sei ¢1, p9, 3, ... Aufzéhlung aller Formeln. Wir konstruieren eine aufsteigende Kette
b =P, < P, € &y < ... konsistenter Formelmengen per
{q),- U {¢;}  wenn konsistent
i+1 =

®; U {—yp;} sonst (konsistent per Konsistenzlemma).
Setze & = Uiz, ®; 2 ®. Zu zeigen ist dann folgendes:

1. ® ist konsistent: Nimm an ® L. Der Beweis ist endlich, verwendet also nur endlich
viele Annahmen aus ®. Jede dieser Annahmen kommt in einem ®; vor; durch Wahl des
grofften unter diesen endlich vielen Indizes ¢ erhalten wir ein ®;, das alle verwendeten
Annahmen enthéalt. Dann ®; - 1, im Widerspruch zur Konsistenz von ®;.

2. ® maximal: Sei ¥ konsistent und ® < W. Zu zeigen ist dann U < ®. Sei also 1) € . Es
existiert n mit ¢ = ¢,. Da ®,, U {¢,} < U, ist @, U {¢,} konsistent, also ¢,, € D,,,; < .

]

Es bleibt Schritt (B) durchzufiihren, d.h. wir miissen zeigen, dass jede maximal konsistente
Menge @ erfiillbar ist. Wir halten folgende Eigenschaften maximal konsistenter Mengen fest:

Lemma 19. (Hintikka-Eigenschaften) Sei ® mazximal konsistent. Dann gilt

1. 1 ¢d
2. YeP «— Y¢d
3. dpAYpeEDd — pedundped

Beweis. ad (1): Klar.

ad (2): ,,=“: sonst ® - L per (LI), im Widerspruch zur Konsistenz von ®. ,<“: Sei ¢ ¢
®. Dann gilt & U {¢p} 2 . Da ® maximal konsistent ist, ist & U {t)} inkonsistent; nach
Konsistenzlemma folgt, dass ® U {—} konsistent ist, und per maximaler Konsistenz von ®
folgt ® U {—y} < ®, also —1) € D.

ad (3): Allgemeiner folgt sogar stets aus ® 1, dass ¢ € ®: Dann ist ndmlich ® U {¢}
konsistent (denn aus ® U {¢} — L und ¢ ¢ wiirde ® - L folgen), also per Maximalitét
enthalten in ®. ]

Um nun die verlangte erfiillende Wahrheitsbelegung « fiir eine maximal konsistente Menge ®
zu erhalten, setzen wir nun

K(A) =T < Aed.

Lemma 20. (Wahrheitslemma) k = <= ¢ € .

Beweis. Induktion iiber v per Definition und Hintikka-Eigenschaften, z.B.: k = =9 <= Kk ¥

b A ¢ d L e . O

Damit gilt wie verlangt x = ®. Der Vollstandigkeitsbeweis ist damit beendet.
Eine unmittelbare Folgerung aus der Vollstindigkeit ist die folgende Eigenschaft:
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Korollar 21. (Kompaktheit) Sei ® eine Formelmenge, so dass alle endlichen Teilmengen ®y <
O erfillbar sind (so eine Formelmenge heifit endlich erfiillbar). Dann ist & erfillbar.

Beweis. Nach Vollsténdigkeit ist Erfiillbarkeit gleichbedeutend mit Konsistenz. Konsistenz hat
offenbar die behauptete Eigenschaft: nach Negation beider Seiten ist zu zeigen, dass ® — L
genau dann, wenn es eine endliche Teilmenge &, < ® gibt mit &, — L. Das ist aber klar, da
ein Beweis von | aus ® nur endlich viele der Annahmen in ® verwendet. m

4.2 Anwendungen des Kompaktheitssatzes

Kompaktheit ist eine durchaus {iberraschende Eigenschaft, die =zahlreiche ebenfalls
iiberraschende Anwendungen in der Theorie diskreter Strukturen hat. Wir diskutieren im fol-
genden ein Beispiel aus der Graphfarbungstheorie.

Definition 22. Ein (ungerichteter) Graph mit Knotenmenge V' und Kantenmenge E heifit
k-farbbar, wenn es eine Abbildung ¢ : V. — {1,... k} (Colouring/Firbung) gibt, so dass
c(v) # c(w) fir jede Kante {v,w} € E gilt.

Der berithmte Vierfarbensatz besagt beispielsweise, dass jeder planare Graph 4-firbbar ist.

Satz 23. Ein (mdglicherweise unendlicher) Graph ist genau dann k-fiarbbar, wenn alle seine
endlichen Untergraphen k-farbbar sind.

Beweis. ,Nur dann, wenn* ist trivial; wir zeigen ,,wenn®.

Sei V' die Knotenmenge und E die Kantenmenge des Graphen. Wir fithren Atome A, ; fiir
veV,ie{l,..., k} ein, mit der Lesart ,Knoten v hat Farbe i“ (also c¢(v) = i). Wir definieren
Formelmengen &, &5, &3 wie folgt:

Py = {\/?:1 AyilveV}
— d.h. jeder Knoten hat mindestens eine Farbe.
Py = {—(Avi A Apj) lve Vi je{l,... k},i#j}
— d.h. kein Knoten hat mehr als eine Farbe.
Oy = {—(Ap; A Awy) | {v,w}e Ejie{l,... k}}

— d.h. keine zwei adjazenten Knoten haben die gleiche Farbe.

Wir setzen nun & = &, U 5 U ®3. Dann ist ® endlich erfiillbar: Sei ¥ < & endliche Teilmenge;
dann ist die Menge Vp = {v | 3i. A,; € At(V)} endlich. Sei Gy der von V, aufgespannte
Untergraph. Nach Annahme ist G k-fiarbbar; sei ¢ eine entsprechende Farbung. Wir definieren
eine Wahrheitsbelegung xy durch

Ko(Ayi) = T gdw. c(v) =1

fir v € Vj (und beliebig auf anderen Atomen). Dann gilt k¢ = ®y.

Nach dem Kompaktheitssatz ist also ® erfiillbar; sei x = ®. Dann existiert fiir jedes v genau
ein 4, so dass k(A,;) = T; wir erhalten eine k-Farbung ¢ des Graphen, indem wir ¢(v) = i
setzen. O
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Sehr dhnlich erhilt man z.B. einfache Beweise von Kénigs Lemma (jeder endlich verzweigende
unendliche Graph hat einen unendlichen Pfad) oder der Aussage, dass man, gegeben ein Satz K
von quadratischen Kacheln mit gefirbten Kanten, genau dann die N x N-Ebene mit Kacheln
aus K farblich passend anschlieend iiberdecken kann, wenn dies fiir jede n x n-Flache geht.

5 Normalformen und Resolution

Wir entwickeln nunmehr ein Entscheidungsverfahren fiir die Erfiillbarkeit aussagenlogischer
Formeln, das zwar immer noch in schlechten Fillen in exponentieller Zeit lduft (und wegen
der NP-Vollstdndigkeit des SAT-Problems, s. BFS, wird sich das wahrscheinlich, d.h. wenn
P#NP, grundsitzlich nicht vermeiden lassen), aber in der Praxis wesentlich schneller ist als das
bisher verwendete Wahrheitstafelverfahren: das sogenannte Resolutionsverfahren. Dieses Ver-
fahren erwartet die Eingabeformel in einem besonderen Format, der sogenannten konjunktiven
Normalform, die wir in zwei Schritten einfiihren.

5.1 Negationsnormalform (NNF)

Die ab jetzt betrachteten Normalformen sind dadurch definiert, dass sie eine bestimmte Rei-
henfolge der logischen Operatoren bei der Traversierung des Syntaxbaums einer Formel von
der Wurzel zu den Bléittern festlegen. Wir behandeln zunéchst nur die Negation, von der wir
verlangen, dass sie hierbei zuletzt kommt; da sich aufeinanderfolgende Negationen aufheben,
lduft dies darauf hinaus, dass es Negationen nur unmittelbar vor Blédttern, also Atomen, geben
darf. Mit unserer bisherigen Auswahl an Basisoperatoren (nur — und A) lésst sich allerdings
eine solche Normalform im allgemeinen nicht herstellen; wir betrachten daher ab jetzt auch T
und die Disjunktion v als Basisoperationen.

Definition 24 (Negationsnormalform). Eine aus Atomen sowie —, A, v, L, T gebildete For-
mel ¢ ist in Negationsnormalform (NNF) (oder eine NNF), wenn die Negation — in ¢ nur
direkt vor Atomen vorkommt, d.h. wenn ¢ von der Grammatik

o 0= L|TIA|-A|dnd|dve (Aed)
erzeugt wird. Eine NNF y ist NNF von ¢, wenn x = ¢.

Beispiel 25 (Terme in NNF). Die Formel —A v (B v =C) ist in NNF, —=(A v —B) dagegen
nicht.

Satz 26. Jede Formel hat eine NNF.

Beweis. Auf eine gegebene Formel wende man so lange wie moglich die Aquivalenzumformungen

0=
—(pA)=—9v
—(pvip)=—g A

-T=1

—-1=T

an. O
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Beispiel 27. Die Formel —((Av —B) AC') bringen wir nach der im vorigen Beweis angegebenen
Methode folgendermaflen in NNF:

—((Av =B)AC)
—(Av —B)v —=C
(—AA—=B)v-C
(—AAB)v-=C

5.2 Konjunktive Normalformen

Wir wollen nun zusétzlich darauf bestehen, dass bei Traversierung des Syntaxbaums einer
Formel von der Wurzel zu einem Blatt stets die Konjunktionen vor den Disjunktionen kommen
(und weiterhin zuletzt ggf. die Negation).

Formal definieren wir Literale, Klauseln und konjunktive Normalformen (CNF's) durch die
folgende Grammatik:

Literale
L:=A|-A Aed

Klauseln

C = 1]neC

neC ==L | L v neC

CNFs

6i=T| v

Yu=C|C Ay

Eine CNF ist demnach eine Konjunktion von Disjunktionen von Literalen, hat also die allge-

meine Form
A L)

i=1 j=1

Meistens, insbesondere zum Zwecke der Reprédsentation im Rechner, verwenden wir eine al-
ternative Darstellung von CNF's als Mengen, d.h. wir abstrahieren in Konjunktionen und Dis-
junktionen von der Reihenfolge und Wiederholungen (unter Verwendung von Assoziativitiit,
Kommutativitdt und Idempotenz von A und v):

Klauseln sind endliche Mengen von Literalen, d.h. die Disjunktion L; v --- v Lj wird re-
prasentiert als die Menge {L1, ..., Li}. Die leere Klausel représentiert | und wird als O
notiert.

CNFs sind endliche Mengen von Klauseln, wobei die leere Menge T reprisentiert: T = &f; C) A
o nCy =A{C, ..., Ch}
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Definition 28 (CNF einer Formel). Sei ¢ eine Formel. Eine CNF ¢’ heifit CNF von ¢, wenn
o=

Lemma 29. Jede Formel hat eine CNF.

Beweis. Sei ¢ eine Formel. Wir kénnen nach Obigem annehmen, dass ¢ bereits in NNF ist.
Wir sehen A und v als assoziativ und kommutativ an. Wir definieren dann eine CNF CNF(¢)
von ¢ rekursiv:

CNF(¢ A ) = CNF(¢) A CNF(1))

CNF((¢ A ¥) v x) = CNF(¢ v x) A CNF(4 v x)
CNF(¢) = ¢ (¢ Klausel).

Man beachte, dass immer einer der Félle anwendbar ist: Der erste Fall ist anwendbar, wenn das
oberste Konnektiv eine Konjunktion ist. Wenn das oberste Konnektiv eine Disjunktion ist, die
Formel aber auch noch Konjunktionen enthélt, ist nach geeigneter Umformung geméfl Assozia-
tivitdt und Kommutativitit der zweite Fall anwendbar. (Was als CNF(¢) genau herauskommt,
héngt von der jeweils aus eventuell mehreren Moglichkeiten gewédhlten Umformung ab, d.h.
der Algorithmus ist bis zu einem gewissen Grad erst einmal nichtdeterministisch, was uns aber
egal ist, so lange wir irgendeine CNF von ¢ erhalten.) Andernfalls, d.h. wenn die Formel keine
Konjunktionen enthélt, ist der dritte Fall anwendbar, da wir annehmen, dass die Formel bereits
in NNF ist.

Die Rekursion terminiert, weil die Argumente in den rekursiven Aufrufen stets kleiner sind als
das Argument im gerade definierten Aufruf. Man zeigt durch Indukion iiber die Gréfie von ¢,
dass ¢ = CNF(¢) und dass CNF(¢) in der Tat eine CNF ist. Der einzig interessante Teil der
Induktion ist der Induktionsschritt fiir (¢ A 1) v x, der auf dem Distributivgesetz

(@A) vx=(dvXx)A (@ vX)

beruht. O

Das Problem an der CNF ist, dass, wenn CNF(¢) n Klauseln hat und CNF(¢)) k£ Klauseln
hat, dann CNF(¢ v ) n - k Klauseln hat, was bei lingeren Disjunktionen einen exponentiellen
Zuwachs in der Grofie bewirkt. Z.B. hat CNF((A; A By) v -+ v (A, A By)) 2" Klauseln. Durch
Einfithrung zusétzlicher Atome lasst sich eine polynomielle Grofle der CNF sicherstellen; dann
ist aber eben wegen der zusétzlichen Atome die so gewonnene CNF einer Formel ¢ nur noch
erfillbarkeitsdquivalent zu ¢, d.h. sie ist erfillbar genau dann, wenn ¢ erfiillbar ist, aber i.a.
nicht mehr logisch dquivalent zu ¢.

Beispiel 30.

CNF((=B A C) v (mA A B))

= CNF(—=B v (=A A B)) ACNF(C v (—A A B))

= CNF(—=B v —A) A CNF(—=B v B) A CNF(C' v —A) A CNF(C v B))
= (=Bv —-A)A(=Bv B)A(Cv—-A)A(Cv B)).
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5.3 Resolution

Das Resolutionsverfahren ist ein Algorithmus zur Entscheidung der Erfiillbarkeit einer CNF,
hier dargestellt als eine Klauselmenge ¢. Er beruht auf der Resolutionsregel

Cl U 02
Diese Regel wird im Resolutionsverfahren auf die Menge der Klauseln in einer CNF angewendet,
in dem Sinne, dass, wenn in der Menge alle Pramissen, d.h. die Klauseln iiber dem Strich,

enthalten sind, die Konklusion, also die Klausel C} u C5, hinzugefiigt werden darf; letztere
heiBt Resolvente von Cy u {A} und Cy U {—A}.

Die Resolutionsregel ist im folgenden Sinn korrekt:

(Res)

Lemma 31. Fir Klauseln Cy,Cy und A € of gilt Cy v {A},Cy v {—A} = Cy v Cs.

Beweis. Sei k = C; u {A},k = Cy u {—A}. Wir fiihren eine Fallunterscheidung nach k(A)
durch:

k(A) = T: Dann k = Cy, also k = Cy U Cy
k(A) = L: Dann k |= C, also k = Cy U Cy O

Auf der Resolutionsregel basiert der folgende Algorithmus zur Entscheidung der Erfiillbarkeit
einer CNF:

Algorithmus 32 (Resolutionsverfahren). Eingabe: CNF ¢,. Ausgabe: ,ja“, wenn ¢ erfiillbar,
,hein® sonst.

Verwende globale Variable ¢ vom Typ CNF:
1. Initialisiere ¢ := ¢q
2. If J € ¢ return ,nein*.

3. Suche Cy U {A},Cyu{—A} € ¢, C1 Uy ¢ ¢. Falls keine solchen Cy, Cy existieren, return
sjat.

4. qf) = qf) U {Cl U 02}
5. Gehe zu Schritt 2
Beispiel 33. 1. {D,B,~C},{D,C},{~D, B}, {~C, B, ~A}.{C, B, = A}, {~B,—A}, {~B, A}

2. {A,—B},{A, B}

Wir beweisen die totale Korrektheit des Algorithmus:

Terminierung: Der Algorithmus arbeitet ausschliefllich auf der Menge der in der Eingabe ¢q
vorkommenden Literale, d.h. die Anwendung der Regel fiihrt nie neue Literale ein. Formaler:
Fiir eine CNF ¢ in Mengendarstellung ist | J ¢, also die Vereinigung der Klauseln in ¢, einfach
die Menge der in ¢ vorkommenden Literale. Man sieht leicht, dass die Eigenschaft | J¢ = ¢o
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eine Invariante des Algorithmus ist. In Mengendarstellung gibt es nur endlich viele unterschied-
liche Klauseln tiber ¢, namlich 2/U%l Insbesondere kann also nur endlich oft eine Klausel
hinzugefiigt werden, die nicht bereits in der aktuellen CNF enthalten ist.

Korrektheit (Antwort ,nein® ist richtig): Per Korrektheit der Resolutionsregel (Lemma
folgen wihrend der Ausfithrung des Algorithmus alle jeweils in ¢ enthaltenen Klauseln aus der
Eingabe ¢, (diese Eigenschaft ist also wiederum eine Invariante des Algorithmus). Wenn 0O,
also nach unseren Konventionen |, eine dieser Klauseln ist, ist somit die Eingabe unerfiillbar.

Vollstindigkeit (Antwort ,ja“ ist richtig): Wir sagen, dass ¢ resolutionsabgeschlossen (ra.) ist,
wenn mit Cy U {A},Cy U {—A} € ¢ stets C; U Cy € ¢ gilt. Der Algorithmus bricht also genau
dann bei Schritt [3[ ab, wenn ¢ ra. ist. Sei also ¢ ra., [J ¢ ¢. Zu zeigen ist dann, dass ¢ erfiillbar
ist. Wir verwenden Induktion iiber | At(¢)|:

Induktionsanfang: Ohne Atome kann ¢ als Klauselmenge nur leer sein, da die einzige Klau-
sel ohne Atome, ndmlich O, nach Voraussetzung nicht in ¢ enthalten ist. Die leere Klausel
repriasentiert nach unseren Konventionen die Formel T und ist damit natiirlich erfiillbar.

Induktionsschritt: Wéhle A € At(¢). Sei

¢/A={D\{—-A}|A¢ Deg}
¢/—~A={D\{A} | ~A¢ Deg¢}.
Damit ist ¢/A logisch dquivalent zu ¢, wenn wir A annehmen, entsprechend fiir ¢/—A und —A;
formal: A= ¢ — ¢/Aund —A |= ¢ < ¢/—A. Es gilt At(¢/A) 3 A ¢ At(¢p/—A)).

Dann ist entweder OJ ¢ ¢/A oder [J ¢ ¢/—A: sonst {—A} € ¢ 3 {A}; da ¢ ra., wiirde folgen
[1 e ¢, Widerspruch.

Ohne Einschrinkungsei 0 ¢ ¢/A.
Nun ist auch ¢/A ra.: Sei Ey u {B}, Es u {—B} € ¢/A. Da dann B # A, haben die E; nach
Definition von ¢/A die Form

By = Ci\{-4}, B, = C)\{-4}
fir geeignete Cy, Cy mit Cy U {B},Cyu {—B}e ¢, A¢ Cyu{B}und A¢ Cy u{—B}. Da ¢ ra.
ist, folgt C; U Cy € ¢; da A ¢ Cy U Oy, folgt By U Ey = (C7 u Cy)\{—A} € ¢/A.

Da |At(¢/A)| < | At(¢)|, folgt nach Induktionsvoraussetzung, dass ¢/A erfiillbar ist, d.h. es
existiert £ mit k = ¢/A. Wir behaupten nun, dass k[A — T] = ¢, womit dann ¢ wie verlangt
erfiillbar ist. Sei also D € ¢; zu zeigen ist k[A — T] = D.

Fall 1: Ae D v

Fall 2:
A¢ D= D\{—-A}e¢p/A
~ & = D\{-4)
= k[A — T| = D\{—A} (A ¢ At(D\{—A}), Lemma

= k|A— T| = D.

]

3 ,ohne Einschrinkung® ist gleichbedeutend mit (aber kiirzer als) ,,ohne Beschrinkung der Allgemeinheit.
Konkret heifit es hier, dass der Beweis fiir den Fall 00 ¢ ¢/—A genauso gefithrt werden kann und deshalb
weggelassen wird.
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6 Pradikatenlogik erster Stufe

Ein Pradikat ist eine Eigenschaft, die Individuen haben (oder nicht haben) kénnen, d.h. ei-
ne Aussage mit Parametern, fiir die Individuen einzusetzen sind; Beispiel: positiv(n) oder
verheiratetMit(x, y). Diese Parametrisierung unterscheidet Priadikate von den Atomen der Aus-
sagenlogik, die nur schlechthin wahr oder falsch sein kénnen (wie z.B. esRegnet). Logiken,
die iiber Pradikate sprechen, heiflen Prddikatenlogiken. Sie beinhalten typischerweise auch die
Moglichkeit, Aussagen zu quantifizieren, etwa dahingehend, ob sie fiir alle moglichen Belegun-
gen von Variablen oder fiir mindestens eine Belegung gelten. Wir beschéftigen uns hier nur mit
dem Fall, in dem die betreffenden Variablen fiir Individuen stehen, also mit der Pradikatenlogik
erster Stufe. (Es gibt auch Logiken, die Variablen fiir komplexere Gebilde, z.B. fiir Mengen von
Individuen, zulassen; man spricht dann von Pradikatenlogik hoherer Stufe, im Beispielfall zwei-
ter Stufe.) Gelegentlich wird einfach der Begriff |, Pradikatenlogik* verwendet, womit meist die
Pradikatenlogik erster Stufe gemeint ist. Letztere wird auf Englisch mit dem deutlich kiirzeren
Begrift first order logic bezeichnet, abgekiirzt FOL; der Knappheit halber werden wir oft diese
Abkiirzung verwenden.

Definition 34 (Syntax der Préadikatenlogik erster Stufe). Die Syntax der Préadikatenlogik hangt
ab von einem Vorrat an Symbolen fiir Konstanten sowie fiir Pradikate und Funktionen gegebener
Stelligkeit. Dieser Symbolvorrat wird oft als die Sprache bezeichnet; wir bevorzugen hier zur

Vermeidung von Verwechslungen den Ausdruck Signatur. Formal besteht eine Signatur ¥ =
(P s, F g) aus

e einer Menge Py, von Prddikatensymbolen und

e ciner Menge Fy von Funktionssymbolen.

Wenn keine Gefahr von Missverstiandnissen besteht, bezeichnen wir Priadikats- und Funktions-
symbole auch kurz als Prddikate bzw. Funktionen. Jedes Funktions- oder Priadikatensymbol s
hat eine endliche Stelligkeit ar(s) = 0. Fiir s € Py u Fy, und ar(s) = n schreiben wir oft
s/n € X, wobei wir typischerweise dadurch die Unterscheidung zwischen Funktionen- und
Pradikatensymbolen sicherstellen, dass wir erstere mit Kleinbuchstaben und letztere mit Grof3-
buchstaben bezeichnen. Ein nullstelliges Funktionssymbol ¢/0 € ¥ heifit auch Konstante; null-
stellige Prdidikatensymbole entsprechen gerade den Atomen der Aussagenlogik.

Diese Daten bestimmen nun zunéchst den Begriff des Terms: Wir unterstellen einen Vorrat V'
an Variablen x,y...; Terme F, D, ... sind dann gegeben durch die BNF

E:=x| f(E,...,E,) (xeV, f/neX).
Die Syntax von Formeln ist dann gegeben durch die folgende BNF:

= E=D|P(E,....E)|~¢|dinds|Vr.0 (xeV,P/ney).

Die durch die ersten zwei Klauseln konstruierten Formeln heiflen atomare Formeln. Der Exis-
tenzquantor 3 wird dann definiert durch 3z. ¢ := =Vz. —¢, auBerdem L = —Va(x = ). Weitere
aussagenlogische Junktoren wie Implikation, Disjunktion etc. werden wie gewohnt definiert.

Die Sprechweise fiir V. ¢ ist , fiir alle x gilt ¢“, und fiir 3x. ¢ , es existiert ein x, so dass ¢* oder
»es existiert ein z mit ¢“.
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Zur Einsparung von Klammern vereinbaren wir, dass der Geltungsbereich eines Quantors Vx
oder 3z immer so weit nach rechts reicht wie moglich (also entweder bis zum Ende der Formel
oder bis zur ersten schliefenden Klammer, deren zugehorige 6ffnende Klammer links vom be-
treffenden Quantor liegt). Bei aufeinanderfolgenden Quantoren wie in Vz3y. ¢ lassen wir Punkte
zwischen den Quantoren weg.

Beispiel 35 (Wissenswertes iiber Erlangen). Der Satz ,,Jeder Erlanger mag einen anderen
Erlanger” wird in Logik erster Stufe ausgedriickt als

Va. E(z) — Jy. E(y) A L(z,y)

(mit F fir ,Erlanger” und L fiir ,likes*). Man beachte hierbei, dass geméfl obiger Konvention
die Geltungsbereiche beider Quantoren bis zum Ende der Formel reichen. Der etwas unwahr-
scheinlicher klingende Satz , Es gibt einen Erlanger, den alle Erlanger mogen* dagegen wird
formalisiert als

Jy. E(y) A Vx. E(z) — L(z,y)

(auch hier reichen wieder die Geltungsbereiche beider Quantoren bis zum Ende der Formel).
Diese Beispiele illustrieren zum einen die typische und meist allein sinnvolle Kombination von V
mit — und von 3 mit A geméfl den klassischen aristotelischen Formen:

Alle Ps sind Qs: V. P(x) — Q(z)
Einige Ps sind Qs: dz. P(x) A Q(z).

Zum anderen sieht man hier, obwohl wir natiirlich noch keinerlei formale Bedeutung von For-
meln diskutiert haben, schon anhand der Lesart, dass man Quantoren YV und Jy im allgemeinen
keineswegs bedeutungserhaltend vertauschen kann.

Wir sehen die Variable z in Vz. ¢ als durch den Quantor gebunden an, d.h. ihre Lebensdauer
ist begrenzt auf die Unterformel ¢. Wenn Vz. ¢ Teil einer grofleren Formel ist, die aulerhalb
von Vzx.¢ die Variable x bereits erwiahnt, so wird die duflere Verwendung von x durch den
Quantor verschattet. Diese Phénomene sind letztlich dhnlich der Verwendung lokaler Variablen
in iiblichen Programmiersprachen.

Formal definieren wir die freien Variablen in einem Term oder einer Formel wie folgt.

Definition 36 (Freie Variable). Die Mengen FV(E) und FV(¢) der freien Variablen eines
Terms E bzw. einer Formel ¢ sind rekursiv definiert durch

FV () = {z}
FV(f(E,...,E,)) = UFV(EZ-)
FV(E = D) - ﬁ:V(E) u FV(D)

FV(P(Ey,...,E,)) = 0 FV(E;)

FV(=9) = FV(9)
FV(¢ n¢) = FV(¢) v FV(¢)
FV (V. ) = FV(¢)\{x}
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Z.B. gilt FV(P(x,y) A Yy.32.Q(y,w, 2)) = {x,y, w}.

Definition 37 (Satz). Eine Formel ¢ heifit Satz, wenn FV(¢) = ¢, d.h. wenn alle in ¢
vorkommenden Variablen durch Quantoren gebunden sind.

Z.B. ist die Formel Vz. E(z) — Jy. E(y) A L(x,y) aus unserem obigen Beispiel ein Satz. (N.B.:
Dies sollte nicht mit semantischen Eigenschaften einer Formel wie z.B. dem weiter unten ein-
gefithrten Begriff der Giiltigkeit verwechselt werden. Das englische Wort fiir ,,Satz* im obigen
Sinn ist sentence, wahrend eine giiltige Formel oft als theorem bezeichnet wird.)

Wir sehen die Namen gebundener Variablen als unwichtig an und betrachten daher zwei For-
meln, die sich nur durch die Namen gebundener Variablen unterscheiden (also a-dquivalent
sind) als im wesentlichen gleich; z.B. sind Yz.x = z und Vy.y = z (nicht aber Vz.z = z) im
wesentlichen dieselbe Formel.

Definition 38 (Substitution, Umbenennung). Eine Substitution ist eine Abbildung o, die jeder
Variablen z einen Term o(z) zuordnet, so dass die Menge

Dom(o) = {x | o(x) # x}

endlich ist, d.h. o veréndert nur eine endliche Anzahl an Variablen. Dom(o) (,,Domain®, ,,Be-
reich“ von o) ist die Menge aller Variablen, mit denen o ,etwas tut®, d.h. denen o einen
anderen Term zuordnet. Mit Eo bezeichnen wir die Anwendung von ¢ auf den Term E. Dabei
wird jede Variable wie in o angegeben ersetzt: zo = o(x), f(E1,...,Ey)o = f(Eio,..., E,0).
Die Anwendung ¢o einer Substitution ¢ auf eine Formel ¢ ist wegen eventuell gebundener
Variablen komplizierter:

(E = D)o = (Eo = Do)

)o
P(Ey,...,E,)0 = P(Fyo,...,E,0)
(—¢)o = —=(¢0)
(¢ Ao = po A Yo
(Vz. 9)o = Vy. ¢o’,

wobei o'(z) = y, 0/'(z) = o(z) fir jedes z # x, und wobei ferner y so gewihlt ist, dass
y ¢ FV(o(2)) fur alle z € FV(Vz.¢) (,y ist frisch“). (Falls « diese Bedingung bereits erfiillt,
kann fiir y auch = gewahlt werden.)

Eine Substitution o heifit eine Umbenennung, wenn o(z) fiir alle = eine Variable ist.

Die Substitution [E}/x1, ..., E,/x,] ist die Substitution o mit

E; wennx = z;
-]

x sonst

Die Identitidt wird denotiert durch die leere Substitution [ ], also E'[ ] = E. Fiir Substitutionen
o, T bezeichnet o7 die Substitution mit (o7)(z) = (o(z))7, d.h. die Substitution, die entsteht,
wenn man zuerst ¢ und dann 7 ausfithrt. (Achtung: Das ist gerade andersherum als bei der
iiblichen Notation fiir Funktionskomposition, in der f o g die Funktion bezeichnet, die entsteht,
indem man zuerst g und dann f anwendet. Dies ist der Tatsache geschuldet, dass die Anwendung
einer Substitution o auf eine Formel ¢ in Postfixnotation, also als ¢o, geschrieben wird.)
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Beispiel 39. Mit ¢ = [add(z,y)/z, suc(z)/y] haben wir Dom(c) = {z,y} und z.B.
add(add(x, z), add(z,y))o = add(add(add(z,y), z), add(add(z,y), suc(zx))).

Dieses Beispiel illustriert insbesondere, dass die Ersetzung von x und y durch o definitionsgeméf
gleichzeitig stattfindet; wenn man zuerst die Substitution [add(z,y)/z] und anschliefend die
Substitution [suc(x)/y] anwendet, kommt etwas anderes heraus, da dann auch im fiir = einge-
setzten Term add(z,y) die Variable y durch suc(x) ersetzt wird.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Formel ¢ = Vx.x < y, wobei < ein in Infixnotation
geschriebenes binéres Préadikat ist; wenn wir uns x,y etc. (nur fir dieses Beispiel!!) als Zahlen
aus einem gegebenen Bereich vorstellen und < als die iibliche kleiner-gleich-Relation interpre-
tieren, ist dies die Aussage, dass y die grofite Zahl des gegebenen Zahlbereichs ist. Ferner sei o
die Substitution [z/x,a(x,y)/y], wobei a eine zweistellige Funktion ist. Die Seitenbedingung
in der Definition der Anwendung ¢o von ¢ auf ¢ verbietet in diesem Fall gerade, dass wir
den Namen der allquantifizierten Variablen x unveréndert lassen, da z nicht frisch im Sinne
der Seitenbedingung ist: x kommt frei im Term a(x,y) vor, den o fiir die freie Variable y in
Va.x < y substituiert. Wenn wir uns {iber diese Beschrénkung hinwegsetzen, ergibt sich denn
auch eine Formel, die offenbar nicht im beabsichtigten Sinne eine Instanz von ¢ ist (formaler
wird es gerade noch nicht, da wir noch keine Semantik definiert haben): Mit ¢’(z) = z und
0'(y) = o(y) = a(x,y) erhielten wir hier als Resultat der Substitution

Vo (x < y)o' =Vo.x < alz,y),

also eine génzlich unverwandte Aussage, die z.B., wenn wir wir a als Addition interpretieren,
besagt, dass y nichtnegativ ist.

Wihlen wir dagegen wie vorgeschrieben eine frische Variable, beispielsweise z (das ist wirklich
frisch im verlangten Sinn: z kommt zwar im Term o(z) vor, aber x ist nicht frei in ¢), so
erhalten wir mit o’(z) = z, 0'(y) = o(y) = a(x, y) korrekterweise

¢o = Vr.x <y)o=Vz (x <y)o' =Vz.z <a(z,y),

also die Aussage, dass a(z,y) die grofite Zahl im gegebenen Zahlbereich ist; diese Aussage ist
in der erwarteten Form eine Instanz der urspriinglichen Aussage Vz.xr < y.

6.1 Natiirliches Schlieflen in Pradikatenlogik

Wir erweitern nun das System des natiirlichen Schlieens um Regeln fiir die neuen Ausdrucks-
mittel 4, V und =. Die Regeln fiir Gleichheit sind

E/x] E=0D
¢[D/x]

Es iiberrascht eventuell zunéchst, dass das schon geniigt; man beweist hiermit aber eben andere
erwartete Eigenschaften von Gleichheit, etwa Symmetrie

=1 54

E=F

1 E=D
2 | E=E (=)
3 | D=E (=E)21



und Transitivitat
1 E=D

2 D=F
3 E=F (=E)1.2

Die Regeln fiir V formalisieren die erwarteten Schlussweisen: Die V-Eliminationsregel lautet

V. ¢
B ]

fiir beliebig gewéhlte Terme E, also umgangssprachlich ,Wenn ¢ fiir alle x gilt, dann gilt ¢
auch fiir ein gegebenes F*.

Die Einfithrungsregel liest sich umgangssprachlich , Wenn man ¢ fiir ein beliebiges ¢ zeigen
kann, dann gilt ¢ fiir alle x*, formal

(VI)

Vz. o

wobei ¢ eine frische Konstante ist, d.h. aufler in dem betreffenden Unterbeweis nirgendwo vor-
kommt (dies wird durch die Box um das ¢ angedeutet). Durch diese Einschrankung an ¢ wird
der informelle Ausdruck ,beliebig® eingefangen: ¢ kann dann insbesondere nicht in irgendwel-
chen gerade aktiven Annahmen vorkommen, d.h. der Unterbeweis in der Pramisse zeigt ¢[c/x],
ohne iiber ¢ irgendwelche unzuléssigen Voraussetzungen zu machen.

Die Einfithrungsregel fiir 3 ist ebenso intuitiv:

an ¢3[§/;6]

In Worten: Wenn ¢ fiir einen Term £ gilt, dann gibt es ein x, fiir das ¢ gilt — ndmlich eben
gerade F.

Etwas gewohnungsbediirftiger ist die Eliminationsregel fiir 3:

Jx. ¢

(3E)

wiederum mit der Seitenbedingung, dass c frisch ist; dies bedeutet hier insbesondere, dass
¢ nicht in ¥ vorkommen darf. In Worten: Wenn es ein z gibt, fiir das ¢ gilt, und wenn
ich fiir beliebiges ¢ eine Aussage 1 daraus folgern kann, dass ¢ fiir ¢ gilt, dann gilt . In
natiirlichsprachlichen Beweisen entspricht dies folgendem Vorgehen: Man hat Existenz eines
Elements mit einer gegebenen Eigenschaft ¢, nimmt sich also ein solches Element ¢ her und
argumentiert damit weiter; eine so hergeleitete Aussage 1, die ¢ nicht mehr erwéhnt, gilt dann
als ohne die Annahme, dass ¢ ¢ erfiillt, hergeleitet.
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Herleitung der Regen fiir 1 Als erste Anwendung der Regeln fiir V kénnen wir die Regeln
fiir 4 bei Kodierung von 3 per x. ¢ = —Vx. —¢ herleiten:

Beweis von (31)

1| ¢lc/x]
2 i Va. —¢
30| —eleal  (VE,2)
4 1 (111, 3)
5 | —Vz.—¢ (=1 1-4)
Beweis von (3F)
1 —Vzr.—¢
2 || -
31|
4 lc/x]
5 :
6 ) (Unterbewels aus Pramisse)
7 1 (LI) 2
3 o] (D4
9 V. = (VI) 3-
10 1 (LD) 1,
11| == (—I) 2-10
2|y (~E) 1

Man beachte im obigen Beweis insbesondere, dass ¢ bei seiner Einfiihrung in Zeile 3 in der Tat
frisch ist, da wir bei der Formulierung von (3E) darauf bestanden haben, dass ¢ auch frisch
fiir ¢ ist.

Wie schon im Falle der Aussagenlogik schreiben wir ® - ¢, wenn ein Beweis von ¢ aus An-
nahmen in ¢ existiert.

Weitere Beispiele fiir Herleitungen, jetzt im vollen Kalkiil (also mit den Regeln fiir 3):

Folgerung der Existenz aus der Universalitit V. P(z) - Jz. P(z)

1 Vz. P(x)
2 P(c) (VE, 1)
3 Jz. P(x) (3L, 2)
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Transitivitit der Subsumption

1 V. P(x) — Q(x)

2 lz Q(z) — R(z)

3

s ||| Pw

5  P(d)— Q) (VE)1

6 Q(d) (-E) 3, 4
7 Q(d) — R(d) (VE) 2

8 R(d (-E) 5, 6
9 P(d) — R(d) (—1) 4-8
10 V. P(x) — R(x) (VI) 3-9

(Nicht-)-Vertauschung von V und 3 Wir kénnen aus 3JaVy.P(x,y) die Formel
Vy.dz. P(z,y) folgern. Die Umkehrung gilt nicht, wie man sich anhand der bisher nur informell
beschriebenen Bedeutung der Formeln klarmacht; wir werden dies spéter auch formal zeigen.

1 zVy. P(z,y)

2 Vy. P(c,y)

3o

4 P(c,d) (VE) 2

5 2. P(z, d) 31) 4

6 Vydx. P(x,y) (VI) 3-5
7 Vydzx. P(z,y) (3E) 2-6

Noch mehr Beispiele:

Jr.o vy =3r.¢vIr. Y
G ATr. =30 AP (x ¢ FV(9))
v Ir.p=3dr.¢ v (x ¢ FV(9))

6.2 Semantik

Wir legen nunmehr formal die Bedeutung pradikatenlogischer Formeln fest. Ein in der Logik
verbreitetes Prinzip ist, dass Bedeutung hierbei die Gestalt eines Begriffs von FErfiilltheit von
Formeln relativ zu einem Modell annimmt, d.h. die Semantik ist eine binére Relation = zwischen
Modellen und Formeln. Im Falle der Aussagenlogik war ein Modell schlicht und einfach eine
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Wahrheitsbelegung «. Abhéngig von einer gegebenen Signatur ¥ definieren wir nun den Begriff
des X-Modells (weitere gelaufige Begriffe: 3-Struktur, »-Algebra, FO-Modell, FO-Struktur,
Interpretation). Ein solches Modell muss offenbar hinreichend Struktur fiir die Interpretation
von Funktionen- und Pridikatensymbolen zur Verfiigung stellen.

Definition 40 (X-Modell). Ein ¥-Modell 9t besteht aus

e ciner nichtleeren (!) Menge M (dem Universum, (Grund)bereich oder Tréiger);

e ciner Interpretation in 9 fiir jedes n-stellige Funktionssymbol f/n € ¥, gegeben durch
eine Funktion M[f] : M" - M

e ciner Interpretation in 9 fir jedes n-stelliges Pradikatensymbol P/n € ¥, gegeben durch
eine Teilmenge M[P] < M".

Eine Umgebung n (in 9N) ist eine Abbildung n : V' — M, ordnet also jeder Variablen v € V
einen Wert n(v) im Universum M zu.

Da Konstanten einfach nullstellige Funktionssymbole sind, werden sie durch Abbildungen M° —
M interpretiert. Da es genau ein leeres Tupel () gibt, d.h. M° = {()}, lduft dies einfach auf
die Auswahl eines Elements von M hinaus; wir werden daher im folgenden so tun, als wiirden
Konstanten einfach durch Elemente von M interpretiert, wenn dies die Schreibweise vereinfacht.

Definition 41 (Interpretation von Termen, Erfiilltheit). Gegeben ein Modell 9 und eine
Umgebung n definieren wir die Interpretation

M[E]ne M
eines Terms F rekursiv durch

Mx]n = n(x)
MIf(Er, ... En)ln = Mf] OR[E]n, ..., M[EL]n)

Die Erfiilltheit einer Formel ¢ in einem Modell 9t und einer Umgebung 7, geschrieben 9,7 = ¢
(sprich ,9, n erfiillt ¢*) ist dann rekursiv definiert durch

My = (E=D) < M[E]n=M[D]n
M,n = P(Ey,...,E,) < (M[E\]n,..., M[E,]n) € M[P]
M, n = Ve. ¢ < fiir alle m e M gilt M, n[x — m] = ¢

und durch die erwarteten Klauseln fiir die booleschen Félle. Dabei bezeichnet n[x — m] die

Umgebung mit
fm (y=2)
il ](y)_{n(y) o)

Beispiel 42. Wir betrachten ¥ = {z/0, s/1, O/1}, also eine Signatur, die aus einer Konstante z
(zero), einem einstelligen Funktionssymbol s (successor) und einem einstelligen Pradikat O
(odd) besteht, und suchen nach ¥-Modellen, die den Satz

¢ = (=0(2) A V2. O(s(x)) < —O(x))

erfiillen. (Hierfiir spielt die Umgebung offenbar zunéchst keine Rolle; wir beweisen dies weiter
unten auch formal.)
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o M =N, M[z] =0, M[s](n) =n+1,M[O] ={2n+1|ne M}

o M ={0,...,2n — 1}, M[z] = 0, M[s](x) = z + 1 fiir z < 2n — 1, M[s](2n — 1) = 0,
M[O] ={2i —1]1<i<n}.

o M =NxN, M[z] = (0,0), M[s](n, k) = (n+ 1,k), M[O] = {(n, k) | n + k ungerade}.

Nun wollen wir zeigen, dass der Begriff der freien Variable das leistet, was wir haben wollten,
als wir ihn definiert haben, ndmlich dass eine Formel héchstens von den in ihr vorkommenden
freien Variablen abhéngt. (,Hochstens®, weil es z.B. auch Tautologien gibt, die von ihren freien
Variablen nicht abhéngen, wie etwa Yz.z =y v —(x = y).)

Lemma 43. Sein(x) = no(x) fir alle x € FV(¢); dann gilt M,y = ¢ < M, e = ¢.

Beweis. Da in Formeln Terme vorkommen, miissen wir zunéchst eine entsprechende Aussage fiir
Terme beweisen, ndmlich, dass fiir alle Terme F und alle Umgebungen 7, 1o, wenn 1 (z) = n9(z)
fir alle x € FV(FE) gilt, dann

MIE]m = M[E]ne. (2)

Der Beweis per Induktion iiber E wird dem Leser iiberlassen.

Wir beweisen nun die Aussage des Lemmas durch Induktion iiber ¢: Atomare Formeln werden

per abgehandelt, z.B. M,y = E = D <= M[E]pm = M[D]n M[E]n, =

M[D]ns <= M, ne = E = D. Die Booleschen Fille sind trivial. Es bleibt der Allquantor:
M, Ve < firalleme M gilt M, n[z — m] =

25 fiir alle m e M gilt M, x> m] =
— M,y ): V.

Zur Anwendung der Induktionsvoraussetzung brauchen wir hierbei, dass
mlx — m](y) = ne[x — m](y) fir alle y € FV(¢) < FV(Yx.¢) U {z}.

Dies zeigt man durch Fallunterscheidung iiber y: Wenn y € FV(Vx.4), dann gilt m[z —
m](y) = m(y), da dann y # z, entsprechend fiir 75, und 7;(y) = n2(y) gilt nach Voraussetzung.
Falls y = z, so gilt ni[x — m](y) = m = na[z — m](y). O

Damit ist fiir einen Satz ¢ (der ja keine freien Variablen hat) 9t,n &= ¢ von n unabhéngig; wir
schreiben in diesem Fall kurz 9 (= ¢ fiir M, n = ¢.

Analog wie schon fiir aussagenlogische Formeln schreiben wir fiir eine Menge ® von Formeln
M, n = &, wenn M, n = ¢ fiir alle ¢ € O. Logische Konsequenz, Erfiillbarkeit, Giiltigkeit und
logische Aquivalenz werden analog wie bisher definiert, bis auf Ersetzung der Wahrheitsbele-
gung £ durch M, 7. Z.B. gilt per Definition ® = ¢ (¢ ist logische Folgerung aus ®) dann,
wenn aus M, n = D stets M, n = ¢ folgt. Wie bisher gilt & = 1) genau dann, wenn & U {—}
unerfiillbar ist.

Beispiel 44 (Logische Konsequenz). 32Vy. L(y, x) = Vy3z. L(y, =)

Beweis. Aus der Annahme folgt, dass m € M existiert mit
M, [ > m] |- Vy. L(y, 2). (

Sei n € M; zu zeigen ist M, [y — n] = Jz(L(y,x)). Wegen gilt M, [y — n,z — m]
L(y, x), woraus die Behauptung folgt.

om &
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Andererseits gilt Yy3z(L(y, x)) ¥ 3aVy. L(y, x): Ein Gegenmodell ist z.B. M = {0, 1}, M[L] =
{(1,0),(0,1)}.

In Beispielen wie dem obigen ist eine Sichtweise hilfreich, in der man die Erfiilltheit einer Formel
tiber das Gewinnen eines Spiels zwischen zwei Spielern, Eloise (3) und Abaelard (V), definiert.
Eloise versucht zu zeigen, dass eine Formel erfiillt ist, und Abaelard, dass sie nicht erfiillt ist.
Spielpositionen sind Paare (1, ¢), wobei 1 eine Umgebung in 9t und ¢ eine Formel in NNF (also
mit Negation nur vor atomaren Formeln; Existenz einer NNF fiir jede Formel wird weiter unten
behandelt) ist; das Spiel ist beendet, wenn eine atomare Formel oder deren Negation erreicht
ist (fiir die man dann unmittelbar im Modell nachsehen kann, wer gewonnen hat). Regeln des
Spiels sind z.B.

e ¢ A Vst dran und wahlt ¢ oder 1 als neue Formel
e ¢ v 1: dist dran und wahlt ¢ oder 1 als neue Formel
e Vx.¢: V ist dran und wihlt ein Element des Grundbereichs als neuen Wert fiir x (in )

e Jx.¢: 7 ist dran und wéhlt ein Element des Grundbereichs als neuen Wert fiir

Atomare Formeln und deren Negationen sind Gewinnpositionen fiir einen der Spieler, je nach-
dem, ob die Formel eben gerade gilt oder nicht; z.B. gewinnt Eloise die Position (1, L(z,y)),
wenn MM, n = L(z,y) (d.h. wenn (n(z),n(y)) € M[L]). Der entscheidende Unterschied zwischen
Vy3dz. L(y, x) und zVy. L(y, z) ist in dieser Sichtweise, dass im Erfiilltheitsspiel fiir Yy3z. L(y, z)
Abaelard den ersten Zug macht, in dem fiir 32Vy. L(y, x) dagegen Eloise.

— Welche Spielregeln miisste man fiir nichtatomare Negation einfiithren?
Beispiel 45 (Logische Aquivalenz).

—Vr.¢p=dz. -0 —dz. ¢ = V. -0
Mittels der Aquivalenzen im Beispiel lisst sich die Transformation in Negationsnormalform
(NNF) auf pradikatenlogische Formeln erweitern. Dazu miissen natiirlich sowohl ¥ als auch 3 als
vollberechtigte Bestandteile der Grammatik von Formeln angesehen werden (ebenso wie schon
im aussagenlogischen Fall sowohl A als auch v ); eine NNF ist dann eine Formel in diesem Sinne,

die Negation nur direkt vor atomaren Formeln (also Gleichungen und Pradikatenanwendungen)
enthélt. Wir werden spéter noch weitergehende Normalformresultate behandeln.

Leicht zu zeigen, aber zentral ist

Lemma 46 (Substitutionslemma). Es gilt

M=o < M, = ¢,
wobei N, (x) = M[o(x)]n firzeV.

(Man beachte, dass 7,(z) = n(z) fir x ¢ Dom(c): dann haben wir namlich Mo (z)]n =
Mz]n = n(z).)

Beweis. Induktion iiber ¢. Die benttigte Variante der Aussage fiir Terme ist

M[Ea]n = M[E]7,.

38



Wir halten abschlieend fest, dass unser formales Deduktionssystem zur gerade definierten
Semantik passt:

Satz 47 (Korrektheit). Wenn ® - v, dann auch ® |= .

Beweis. Wie schon im Fall der Aussagenlogik fithren wir den Beweis iiber die Lange der Her-
leitung von v aus ®, mit Fallunterscheidung iiber die zuletzt angewandte Regel und Verallge-
meinerung der Induktionsbehauptung auf in Unterbeweisen aus lokalen Annahmen hergeleitete
Aussagen. Die Regeln fiir Gleichheit sind einfach; die Regeln fiir 3 sind aus denen fiir V herge-
leitet, so dass wir sie hier ignorieren kénnen. Wir behandeln die Eliminationsregel fiir V, um die
Verwendung des Substitutionslemmas zu illustrieren: Wenn im letzten Beweisschritt bei lokalen
Annahmen @' die Formel ¢)[E/x] aus Vz. v hergeleitet wird, dann gilt per Induktionsvoraus-
setzung ' |= V.. Sei nun M, n = ¢’; dann gilt nach Voraussetzung M, n = V.. Zu zeigen
ist M, n = Y[ E/z]. Dies ist per Substitutionslemma dquivalent zu 9, n[z — M[E]n] = ¢, was
aber unmittelbar nach Definition der Semantik aus 9, n = Vz. ¢ folgt. m

7 Unifikation

Unifikation bezeichnet das Problem, ob und wie zwei gegebene Terme durch Substitution struk-
turell gleich gemacht, sprich unifiziert werden konnen. Mit anderen Worten ist Unifikation
Gleichungslosen mit rein syntaktischen Mitteln: Wir konnen z.B. eine Losung fiir die Gleichung
f(g(z)) = f(y) angeben, ohne zu wissen, was f und g fiir Abbildungen sind, ndmlich y = g(z).
Unifikation spielt eine zentrale Rolle in der logischen Programmierung und in automatischen
Deduktionsalgorithmen, z.B. in der pridikatenlogischen Resolution (siche Kapitel [9).

7.1 Problemstellung

Definition 48 (Gleichung, Unifikatoren, Allgemeinheitsvergleich). Eine Gleichung E = D
ist ein Paar (E, D) von Termen. Ein Gleichungssystem ist eine Menge S von Gleichungen;
die freien Variablen von S sind die der in S vorkommenden Gleichungen, also FV(S) =
Up=pjes FV(E) v FV(D). Eine Substitution o ist ein Unifikator von E = D, wenn Eo = Do,
wobei wir (wie auch bisher schon) mit dem undekorierten Gleichheitszeichen ‘=" syntaktische
Gleichheit bezeichnen, d.h. mit der voranstehenden Gleichung meinen wir, dass Fo und Do
wortlich identische Terme sind. Ein Unifikator eines Gleichungssystems S' ist eine Substitution,
die Unifikator aller Gleichungen in S ist. Das System S ist unifizierbar, wenn es einen Unifikator

hat. Wir bezeichnen mit
Unif(S) = {0 | o ist Unifikator von S}

die Menge aller Unifikatoren von S. Eine Substitution oy ist allgemeiner als o9, und oy heif3t
dann umgekehrt eine Spezialisierung von o1, wenn eine Substitution 7 existiert mit o7 = o9,
wenn also oy durch Einsetzen aus o7 hervorgeht.

Ein Unifikator o von S ist allgemeinster Unifikator (mgu, fir most general unifier) von S
(o0 = mgu(S)), wenn o allgemeiner als jeder Unifikator von S ist.

Beispiel 49. Zur Gleichung
add(suc(x),y) = add(y, suc(z))
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haben wir z.B. den Unifikator o = [suc(x)/y,z/z]. Man kann sich iiberzeugen, dass dies so-
gar ein mgu ist. In jedem Fall ist z.B. o/ = [suc(suc(2))/y, suc(z)/z, suc(z)/x] ein weiterer
Unifikator, und o ist allgemeiner als ¢’: wir haben

o' = o[suc(z)/x].

Unifikatoren sind abgeschlossen unter Spezialisierung, d.h. eine Spezialisierung eines Unifikators
ist selbst wieder ein Unifikator:

o € Unif(S) = o1 € Unif(S).

Es folgt, dass wir alle Unifikatoren eines Gleichungssystems kennen, sobald wir einen mgu
gefunden haben; dann sind nédmlich die Unifikatoren gerade die Spezialisierungen des mgu:

Lemma 50. Wenn o = mgu(S), dann gilt Unif(S) = {oT | 7 Substitution}.

Der mgu ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt; z.B. hat die Gleichung f(x) = f(g(y))
sowohl [g(y)/z] als auch [g(2)/x, z/y] als mgu. Es gilt aber:

Lemma 51 (Eindeutigkeit des mgu). Der mgu ist eindeutig bis auf injektive Umbenennung
von Variablen.

Beweis. Seien o, ¢’ mgu eines Gleichungssystems S. Per Definition existieren dann Substitutio-
nen 7,7 mit
o =01 o=0"7,
also
o=or7

— d.h. 7/ macht 7 riickgingig (genauer gesagt gilt dies auf Variablen, die in Termen der Form
o(xz) mit x € FV(S) vorkommen, und nur die interessieren uns). Da man durch Substitution
nie aus einem komplexen Term wieder eine Variable machen kann, folgt damit, dass 7 eine
Umbenennung ist, und da man die Identifikation zweier Variablen nicht wieder riickgéngig
machen kann, folgt, dass 7 injektiv ist. O

Wir beweisen nun die Fxistenz eines mgu durch Angabe eines Algorithmus:

7.2 Unifikationsalgorithmus von Martelli/Montanari

Folgende Definition fangt einen Begriff von Ldsung eines Gleichungssystems formal ein, den wir
im Grunde seit der Mittelstufe kennen:

Definition 52 (Gelostes Gleichungssystem). Ein Gleichungssystem S heifit geldst, wenn jede
Gleichung in S von der Form x = FE ist, wobei x nur dieses eine Mal in S vorkommt (formal:
x ¢ FV(E)OFV(S\{z = E})). Zwei Gleichungssysteme S, Sy sind dquivalent, wenn Unif(S;) =
Unif(Ss). Ein zu S dquivalentes gelostes Gleichungssystem heifit geldste Form von S.

Wenn wir ein Gleichungssystem in diesem Sinne gelost haben, kennen wir seinen mgu:

Lemma 53. Wenn S" = {z; = E,...,x, = E,} eine geloste Form von S ist, dann gilt
[El/'rla s 7En/xn] = mgu(S)
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Beweis. Da S’ gelost ist, ist o = [Ey /x4, ..., E,/x,] Unifikator von S" und damit auch von S.
Wenn ¢’ Unifikator von S ist, dann auch von S’; es gilt also o'(x;) = E;0’ = o(x;)o’ fur alle 7.
Wenn y ¢ {x1,...,2,}, dann gilt o(y)o’ = yo' = o’(y). Insgesamt gilt also ¢’ = oo’, d.h. o ist
allgemeiner als o”. ]

Der Algorithmus (urspriinglich Herbrand, spéter Martelli/Montanari) besteht nun in
erschopfender Anwendung der folgenden Umformungsregeln:

(delete):

Sufr=x} - S

(decomp):

SU{f(El,...,En) =f<D1,,Dn)} —>SU{E1 =D1,,En=Dn}

(conflict)

SU{f(BEr,....E) =g(Dy,....,Dy)} — L (fir f#g)

(orient) :

SU{E =z} — Su{r=F} (E keine Variable)

(occurs)/(elim) :

Su{e B} _}{L (ze FV(E),z # E)
S[E/zlu{z=FE} (v¢ FV(E),ze FV(9))

Wenn L erreicht wird, gibt der Algorithmus , nicht unifizierbar® aus; ansonsten berechnet er,
wie wir noch zeigen, eine geloste Form und damit einen mgu von S.

Beispiele:
o f(x,9(y) = f(9(2),2)
o f(z,9(z),h(y)) = f(k(y), 9(2),2)
o f(x,9(x)) = f(z,2)

Wir zeigen zunéchst Terminierung. Dazu erinnern wir an den Begriff des Terminationsmafes:
Wir ordnen jedem Zustand (hier: jedem Gleichungssystem S so wie aktuell umgeformt) ein Maf
v(S) zu, so dass v(S) in jedem Schritt abnimmt. Wenn wir als Wertebereich des Mafles eine
geordnete Menge wihlen, in der es keine unendlichen absteigenden Ketten

Tog>T1 > T2 > ...

gibt, beweist das, dass immer nur endlich viele Zusténde durchlaufen werden, bevor der Prozess
stoppt. Ein Beispiel einer solchen Menge ist die Menge N™ aller n-Tupel von natiirlichen Zahlen
in lexikographischer Ordnung <. Diese definieren wir durch Rekursion iiber n wie folgt: Wir
setzen

¢ ()=0

o fir n > 0: (ay,...,a,) < (by,...,b,) genau dann, wenn a; < by und, falls a; = by,
auerdem (ag, ..., a,) < (ba,...,by,).
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Es gilt nun in der Tat

Satz 54. Die lexikographische Ordnung ist eine Wohlordnung, d.h. es gibt keine unendliche
absteigende Kette
a>a >a>... (4)

Beweis. Induktion iiber n, mit trivialem Induktionsanfang. Wir nehmen zwecks Herleitung
eines Widerspruchs an, wir hitten eine unendliche absteigende Kette (4)), mit @' = (ai,..., a%).
Dann gilt

Al =ar=al>....

Diese Kette wird, da es in N keine unendlichen absteigenden Ketten gibt, irgendwann stationdr,
d.h. es existiert k£ mit af = a¥ fiir alle 7 > k. Dann gilt aber per Definition

(ab,...,af) > (a5 .. af™Y > (a2 e ) >~

’'n ’ ' » '

im Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung, die besagt, dass es in N*~! keine unendlichen
absteigenden Ketten gibt. O]

Im vorliegenden Fall verwenden wir als Terminationsmafl das Tripel (ng — ny,ns, n3) in lexiko-
graphischer Ordnung, wobei

e ny = Anzahl der urspringlich im System vorkommenden Variablen

e n; = Anzahl der Variablen x, die erledigt sind, d.h. als linke Seite einer Gleichung vor-
kommen und sonst nirgends.

e ny = Anzahl Symbole in aktuellen System

e n3 = Anzahl Gleichungen der Form E = x im aktuellen System mit E keine Variable.

Dieses Mafl nimmt offenbar in jedem Umformungsschritt ab, so dass der Algorithmus terminiert.
Die erste Komponente ny—ny ist nichtnegativ, da der Algorithmus nie neue Variablen hinzufiigt,
also alle erledigten Variablen von vornherein im System vorgekommen sind.

Wenn der Algorithmus ohne Erreichen von | terminiert, also keine Regel mehr anwendbar ist,
dann ist das so erreichte System S gelost: wenn E = D eine Gleichung in S ist, dann kann F
nicht zusammengesetzt sein (sonst greift eine der Regeln (decomp), (conflict) oder (orient)).
Also ist E eine Variable x. Wegen der Regeln (delete), (occurs) und (elim) kommt dann x weder
in D noch in den restlichen Gleichungen vor.

Es bleibt zu zeigen, dass die Regeln das gegebene Gleichungssystem stets in ein dquivalentes
transformieren, wobei | das unlosbare System reprasentiert. Das ist klar in allen Féllen bis
vielleicht auf (occurs). Eine Gleichung der Form # = E mit x € FV(E) und x # FE ist aber
offenbar in der Tat nicht unifizierbar: Da E mindestens ein Vorkommen von z und mindestens
ein weiteres Symbol enthélt, ist der Term Fo stets echt grofler als der Term xo.

8 Normalformen in Logik erster Stufe

Wir erinnern daran, dass wir fiir Aussagenlogik in Abschnitt |5 verschiedene Normalformen ein-
gefiihrt haben, insbesondere die Negationsnormalform (NNF) und die konjunktive Normalform
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(CNF). Die NNF haben wir in Abschnitt bereits auf die Logik erster Stufe ausgedehnt;
zur Erinnerung: Eine Formel in Logik erster Stufe (mit v und 3 als eigenstandigen Symbolen)
ist in NNF, wenn in ihr Negationen nur direkt vor atomaren Formeln (also Gleichungen oder
Pradikatenanwendungen) vorkommen, und wir formen eine gegebene Formel in NNF um, indem
wir die fiir die Aussagenlogik in Abschnitt |5 angegebenen Umformungsregeln (de Morgansche
Regeln, Entfernung von Doppelnegationen) sowie die Aquivalenzen

—Vz.¢p=dz. -0 —dz. ¢ = V. -0

erschopfend anwenden. Wir fithren nun weitere Normalisierungen ein, die sich spezifisch mit
der Form des Vorkommens von Quantoren befassen.)

8.1 Prinexe Normalform

Unsere erste Normalisierung betrifft die Position der Quantoren, die wir an den Anfang der
Formel ziehen:

Definition 55. Eine prdnexe Normalform ist eine Formel der Form

lel- s Qn'rn ¢
mit Q1,...,Q, € {V,3} und ¢ quantorenfrei.

Satz 56. Zu jeder Formel in Prddikatenlogik erster Stufe ldsst sich eine dquivalente prinexe
Normalform berechnen.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass die Formel bereits in NNF ist. Die Berechnung erfolgt
dann durch erschépfende Anwendung der Umformungsregeln

dpAdr. =30 AU o AVr.p=Vr. o A

ovir.y=3dr.0 vy o v Vr.yp=Vr. o v,
wobei fiir die Korrektheit dieser Umformungen x ¢ F'V (¢) vorausgesetzt wird, was durch geeig-
nete Umbenennung der gebundenen Variablen x stets erreicht werden kann. Es sind jeweils die
symmetrischen Flle mit gemeint. Jede Umformung beseitigt einen Fehlstand, d.h. ein Vorkom-
men eines Booleschen Konnektivs oberhalb eines Quantors, so dass das Verfahren mit einer
Formel, auf die keine Umformungsregel mehr anwendbar ist, terminiert; eine solche ist eine
pranexe Normalform. n

Beispiel 57. Die Formel
Vo. (Vy. Ly, x)) — Jy. M(z,y)

wird wie folgt umgeformt:

Va. (Vy. L(y,x)) — Jy. M(x,y)
=Vr.—~(Yy. L(y,x)) v Jy. M(z,y)
= Vr.(Jy. —L(y,x)) v Jy. M(x,y)
= Vady. (Jy. - L(y,x)) v M(z,y)
= VaoIydy' . —L(y',x) v M(z,y).
Man beachte insbesondere den letzten Umformungsschritt, in dem wir die quantifizierte Variable

in 3y. —L(y, z) in ¥y umbenennen, da wir die Formel M (z,y), in der y frei vorkommt, unter den
Existenzquantor ziehen wollen.
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8.2 Skolemform

Als néchstes eliminieren wir den Existenzquantor:

Definition 58. Eine Skolemform ist eine prianexe Normalform, die nur Allquantoren enthélt.

Es gibt ersichtlich nicht zu jeder Formel eine dquivalente Skolemform; z.B. ist jede Skolemform
tiber der leeren Signatur ¥ dquivalent zu entweder T oder L oder Vz,y.z = y (warum?), und
damit nicht dquivalent zu dx,y. x # y. Es gilt jedoch

Definition 59. Formeln ¢, ¢ heiflen erfillbarkeitsiquivalent, wenn ¢ genau dann erfiillbar ist,
wenn 1) erfiillbar ist.

Satz 60. Zu jeder Formel in Prddikatenlogik erster Stufe ldsst sich eine erfillbarkeitsiquivalente
Skolemform berechnen.

Diese Skolemisierung beruht auf der Ersetzung von Existenzquantoren durch frische Konstan-
ten, basierend auf der Beobachtung, dass 3z. ¢ genau dann erfiillbar ist, wenn ¢[c/x] fiir eine
frische Konstante ¢ (eine Skolemkonstante) erfiillbar ist. Im allgemeinen hidngen die fiir = ein-
zusetzenden Werte noch von vorhergehenden allquantifizierten Variablen ab, so dass man es
mit Skolemfunktionen statt nur Skolemkonstanten zu tun hat. Formal:

Beweis (Satz[6(]). Man berechnet zunéchst eine prinexe Normalform

Q1. .. OnTn X,

und beseitigt dann die Existenzquantoren durch wiederholte Anwendung der erfiillbarkeitsaqui-
valenten Umformung

Vay .. Yady. ¢ ~ Yoy . Vo o[ f(21, ..., 20) /Y]

(Achtung: Nur auf ganze Formeln, nicht auf Teilformeln innerhalb gréBerer Formeln! Umfor-
mung von Teilformeln in erfiillbarkeitsdquivalente Formeln ist insbesondere im allgemeinen
nicht selbst eine erfiillbarkeitsiquivalente Umformung.) mit jeweils einem frischen Funktions-
symbol f, das wir als Skolemfunktkion bezeichnen. (Bei der Transformation von Formelmengen
darf jedes f nur zur Transformation einer Formel verwendet werden.)

Wir bezeichnen die linke Seite dieser Umformung mit ¢ und die rechte mit ; wir miissen
zeigen, dass 1 und v erfiillbarkeitsdquivalent sind:

Wenn einerseits 9,7 |= 1,, dann auch M, n = 9, da fiir jedes ' = nlzy — my, ...,z — mg)
M[f(x1,...,2,)]n per Substitutionslemma einen Zeugen fiir den Existenzquantor fiir x; liefert.

Wenn umgekehrt 9,7 | ¢, dann kann - man 9 zu einem Modell M der um die Sko-
lemfunktionen vergrofierten Signatur mit 9%, 7 = ¢ erweitern, indem man fiir jedes Tupel
(my,...,my) € M* den Wert IM[f](my, ..., mg) = m so wdhlt, dass

M,n[asl»—»ml,...,zk»—»mk,yr—»m] =

gilt (was allerdings am sogenannten Auswahlaziom der Mengenlehre hingt); dann gilt per
Substititionslemma wie verlangt auch

M nlxzy — my, ..., xp— my] = o[ f(z1,...,2,)/y]
Es folgt M, n = . O
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(In der Praxis kann man die Skolemisierung in einem Schritt durchfiithren, indem man in ¢ =
121 . .. Qnry(x) alle Existenzquantoren 3z; streicht und jede existenzquantifizierte Variable z;
durch

fj(le, s 7‘rjk)

substituiert, wobei f; ein jeweils neu eingefiihrtes k-stelliges Funktionssymbol ist und j,. .., jk
diejenigen Indizes < j sind, fiir die Q; = V; d.h. {j1,..., 0} ={i <j| Qi =V})

Beispiel 61. Wir fithren die Normalisierung aus Beispiel 57| fort:
Vadydy'. —L(y',x) v M(z,y)
ist erfiillbarkeitséquivalent zu seiner Skolemisierung

Vo, —L(fs(z),z) v M(x, fo(x)).

Bemerkung 62. Das im Beweis von Satz verwendete Verfahren zur Berechnung einer
pranexen Normalform beinhaltet Wahlfreiheiten hinsichtlich der jeweils als néchstes anzuwen-
denden Umformung, und verschiedene Umformungsabfolgen konnen verschiedene pranexe Nor-
malformen liefern. Z.B. kann man (Vz. P(z)) v Jy. Q(y) in jeweils zwei Schritten sowohl zu
Vody. P(z) v Q(y) als auch zu JyVx. P(z) v Q(y) umformen. Zweiteres ist fiir Zwecke der
Skolemisierung giinstiger, da dann die Skolemfunktion fiir den Existenzquantor ein Argument
weniger (ndmlich keins) hat. Aus dhnlichen Griinden kann es vorteilhaft sein, vor der Bildung
von prianexen Normalformen die Reihenfolge in Konjunktionen oder Disjunktionen geeignet zu
vertauschen.

8.3 Klauselform

Man kann nach unseren Resultaten iiber Normalformen in Aussagenlogik jede pranexe Normal-
form Q2. ... Qnx,(¢) so weiter normalisieren, dass ¢ in CNF ist. Wenn die Formel zusétzlich
in Skolemform ist, also ); = V fiir alle 7, dann kann man die fithrenden Quantoren in der
Notation weglassen, so dass man also alle Variablen als implizit allquantifiziert ansieht. Fiir die
so erhaltene CNF verwendet man dann iiblicherweise die bereits eingefiihrte Schreibweise als
Menge von Klauseln. Eine solche Klauselmenge heif3t Klauselform bzw. ist in Klauselform.

Beispiel 63. Die Formel aus Beispiel [61] hat bereits eine CNF als quantorenfreien Anteil; sie
lautet in Klauselform (unter Weglassung der dufleren Mengenklammern)

{=L(f3(z),2), M(z, fo(x))}

(besteht also nur aus einer Klausel).

9 Resolution in Pradikatenlogik erster Stufe

Das Resolutionsverfahren fiir Aussagenlogik lédsst sich auf Pradikatenlogik erster Stufe erwei-
tern, ist dort allerdings nur noch ein Halbentscheidungsverfahren fiir Unerfiillbarkeit (d.h. fiir
erfiillbare Eingabeformeln terminiert es moglicherweise nicht). Das Verfahren arbeitet mit For-
meln in Klauselform.
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Die sogenannte generalisierte Reduktionsregel, auf der das Verfahren beruht, kombiniert die
aussagenlogische Resolutionsregel

CLA  Cy—A
01702

(wobei wir nunmehr Mengenklammern einsparen und Mengenvereinigungen einfach mit Kom-
mata andeuten) mit der Spezialisierungsregel

C

Co’
die aus einer Klausel C' eine Substitutionsinstanz fiir eine Substitution o folgert, sowie mit der
Faktorisierungsregel

C,A A
C,A
Die kombinierte Regel, auch Resolution mit impliziter Faktorisierung genannt, verwendet Uni-
fikation. Sie lautet

Cl,Ah...,An CQ,_'B

IF
<R ) 010', CQO'

(0 = mgu(As,..., An, B)).

Hierbei schreiben wir kurz mgu(Ay, ..., A,, B) fir den mgu des Systems {A; = B | i =1,...,n}.
Vor Anwendung der Regel werden die Variablen in den beiden urspriinglichen Klauseln so um-
benannt, dass die Klauseln disjunkte Variablenmengen haben (aus Lesbarkeitsgriinden nehmen
wir diese Umbenennung nicht in die Notation der Regel mit auf). Das ist offenbar zulissig, da
die Klauseln ja allquantifizierte Formeln darstellen, und vergrofiert die Menge der Unifikatoren.

Der Algorithmus zum Beweis der Giiltigkeit einer Formel ¢ lautet damit
1. Bilde —¢

2. Transformiere —¢ in Klauselform

3. Wende (RIF) an, bis O erreicht ist.

(Achtung: anders als bei der aussagenlogischen Resolution kann man hier i.a. nicht erwarten,
dass, wenn ¢ nicht giiltig ist, irgendwann eine Formelmenge erreicht wird, auf die (RIF) nicht
mehr anwendbar ist; d.h. der Algorithmus terminiert in diesem Fall eventuell nicht.)

Beispiel 64. Die Negation der Formel
P(a) A (Ya. P(z) — P(f(x))) = 3z. P(f(f(x)))

wird in Klauselform zu

W {P(@)} (2 {=P(), P(f(x))}  B3) {=P(f(f(2)))}-

Resolution von (1) mit (2) liefert
(4) {P(f(a))},
Resolution von (4) mit (2) liefert

(5) {P(f(f(a)))},

und Resolution mit (3) liefert schlieflich O, womit die urspriingliche Formel bewiesen ist.
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9.1 Herbrand-Modelle

Wir zeigen nun die Vollstindigkeit des Resolutionsalgorithmus, d.h. dass der Algorithmus auf
jeder wnerfillbaren Klauselform mit der Antwort ‘unerfiillbar’ terminiert. (Auf erfillbaren
Klauselformen terminiert der Algorithmus eventuell nicht.) Der Schliisselbegriff ist hierbei
der des sogenannten Herbrandmodells; Herbrandmodelle zeichnen sich dadurch aus, dass in
ihnen jedes Element durch einen Term ohne Variablen bezeichnet wird. Insbesondere sind
Herbrandmodelle damit abzéhlbar; ihre Konstruktion impliziert daher den berithmten Satz
von Lowenheim-Skolem, der besagt, dass jede erfiillbare Formelmenge in Priadikatenlogik ein
hochstens abzihlbares Modell hat (sofern die Signatur hochstens abzdhlbar ist).

Zur technischen Vereinfachung schranken wir ab jetzt auf Pradikatenlogik ohne ,,=“ ein; d.h.
als atomare Formeln gibt es nur noch Pradikatenanwendungen P(E, ..., E,). Fiir den Rest des
Abschnitts sei eine Signatur ¥ gegeben; o.E. nehmen wir an, dass 3 mindestens eine Konstante
enthilt (dass das o.E. ist, liegt daran, dass per Definition alle Modelle nichtleeren Tréger haben).

Definition 65 (Herbrand-Universum). Das Herbrand- Universum Us, ist die Menge aller Grund-
terme (Ground Terms), d.h. Terme ohne Variablen:

Us = {E | E S-Term, FV(E) = ¢}.

Fiir £ € Uy und ein 3-Modell 9 schreiben wir M[E] statt M[E]n fiir die Auswertung von E
in M, da Umgebungen fiir die Auswertung geschlossener Terme irrelevant sind.

Beispiel 66. Bei ¥ = {s/1,2/0, 0/2} haben wir Uy, = {z, s(2), s(s(2)),... }.

Definition 67 (Herbrand-Modell). Ein Herbrand-(%-)Modell ist ein 3-Modell 9t mit folgenden
Eigenschaften:

o M =Us
o Fir f/ne ¥ und Ey,..., E, € Uy gilt
MIf1(EL, ..., E,) = f(Er, ..., Ey)
Beispiel 68. Mit 3 wie oben gilt also in Herbrand-X-Modellen 9t z.B. M [s](s(z)) = s(s(z)).
Lemma 69 (Auswertungslemma fiir Terme). Sei 9 ein Herbrand-X-Modell. Dann gilt
M[EIn = En
fir jeden Term E. Insbesondere gqilt M[E] = E fiir Grundterme E.

Zum Verstidndnis der Aussage des Lemmas beachte man, dass eine Umgebung 7 in 9 gleichzeitig
eine Substitution ist, eben eine Abbildung von Variablen auf Terme (bei Unterschlagung der
hier nicht so wichtigen Endlichkeitsbedingung an Dom(7)).

Beweis. Induktion iiber E. O

Definition 70 (Grundinstanz). Sei ¢ eine Formel. Eine Grundinstanz (Ground Instance) von ¢
ist eine Formel der Form ¢o, wobei o eine Grundsubstitution (Ground Substitution) ist, d.h. fiir
alle z € FV (y) ist o(z) ein Grundterm; dquivalenterweise ist po eine geschlossene Formel, also
FV(po) = . Fiir eine Menge ® von Formeln bezeichnet E(®) die Menge der Grundinstanzen
von Formeln aus @, d.h.

E(®) = {¢o | g€ @, FV(¢o) = T}
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Lemma 71 (Auswertungslemma fiir Formeln). Sei ¢ eine Formel und 9 ein Herbrand-Modell.
Dann gilt, unter erneuter Verwechslung von Substitutionen und Umgebungen,

MnEp <= NMEopn.

Man beachte dabei, dass oben ¢n eine Grundinstanz von ¢ ist.

Beweis. Nach dem Substitutionslemma gilt zundchst

My e <= ME en,

wobei 1/(z) = M[n(z)]. Nach dem Auswertungslemma fiir Terme gilt aber ' = 7. O

Definition 72 (Universeller Abschluss). Der wuniverselle Abschluss Yo einer Formel ¢ mit
FV(p) = {x1,...,2,} ist die Formel Yz, ... Vz,(p). Wir dehnen diesen Begriff auf Formelmen-
gen @ aus per V¢ = {Vp | ¢ € ¢}.

In Worten: Der universelle Abschluss von ¢ allquantifiziert alle freien Variablen in ¢.

Lemma 73 (Grundinstanzlemma). Sei 9 ein Herbrand-X-Modell und ¢ eine Formel. Dann
gilt

ME VYo < M= po fir jede Grundinstanz po von ¢.

Beweis. Gemafl der Semantik des Allquantors gilt 9 = V¢ genau dann, wenn 9,7 = ¢ fiir
alle Umgebungen n gilt. Letzteres ist nach dem Auswertungslemma dquivalent zur rechten Seite
der behaupteten Aquivalenz. O]

Entscheidend ist nunmehr

Satz 74 (Herbrand-Vollstandigkeit). Sei ® eine Menge von quantorenfreien Formeln tiber .
Dann sind dquivalent:

1. YO ist erfillbar.
2. Es gibt ein ein Herbrandmodell O mit MM = V.

3. E(®) ist aussagenlogisch erfillbar.

Dabei meinen wir in |3 mit aussagenlogisch erfiillbar, dass die Menge aussagenlogischer Formeln,
die man erhélt, wenn man alle atomaren Unterformeln als Atome mit merkwiirdigen Namen
ansieht, erfiillbar ist.

Beweis. [I] = [l und2] = [1] sind trivial. Wir zeigen[3] = [2| Sei also & = E(®). Wir
konstruieren dann ein Herbrand-Modell 9t mit 9t = V& per

M[P] ={(Er,...,E,) | k(P(EL,...,E,)) =T}

fir P/n € ¥. Um zu zeigen, dass tatsdchlich 9 = V& gilt, reicht es nach dem Grundinstanz-
lemma zu zeigen, dass 9 = E(P). Man zeigt durch Induktion tiber quantorenfreies ¢, dass fiir
jede Grundinstanz ¢o

MEdo < k=go (5)
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gilt. Damit folgt dann die Behauptung, da ja k = E(®). Die Booleschen Fille in der Induk-
tion fiir sind (wie meistens) leicht, und fiir atomare Formeln gilt die Aquivalenz nach der
Konstruktion von 9% und dem Auswertungslemma fiir (geschlossene) Terme:

M= P(Ey,...,Ey)o (Sm[[ElU]] S M[E,0]) € M[P] (Semantik)
— (F B U) e M[P] (Auswertungslemma)
— k(P (Elo JE,o)=T (Definition von 9M[P])
= K(P(Ey,...,E)o)=T (Definition der Substitution)
<~ kEPE,...,E,)o (Semantik)
(da ¢ quantorenfrei ist, gibt es keine weiteren Félle). O

Der Satz gilt nicht fiir beliebige Formelmengen, z.B.

Beispiel 75. Man betrachte

5 = {a/0, P/1}
® = {—P(a),3z(P(x))}
Us = {a}.

Die Formelmenge & ist offenbar in keinem einelementigen Modell erfiillbar, insbesondere also
in keinem Herbrand-Modell, da Herbrandmodelle Grundbereich Uy, = {a} haben. Andererseits
ist ® aber offenbar erfiillbar, z.B. wihle M = {0, 1}, M[a] = 0, M[P] = {1}.

Da Herbrandmodelle iiber abzéhlbarem 3 abzéahlbar sind, folgt hieraus wie angekiindigt

Satz 76 (Lowenheim/Skolem). Jede erfillbare Menge wvon Sdtzen dber einer hichstens
abzdhlbaren Signatur hat ein hochstens abzdhlbares Modell.

Beweis. Durch Skolemisierung der gegebenen Formelmenge U erhalten wir eine Formelmenge
V® mit & quantorenfrei, iiber einer vergroflerten, aber weiterhin abzéhlbaren Signatur. Per
Herbrand-Vollstédndigkeit hat VY ein abzdhlbares Modell (ndmlich ein Herbrandmodell); dieses
erfiillt dann auch W. O

Als weitere Anwendung der Herbrand-Vollstédndigkeit erben wir den Kompaktheitssatz von der
Aussagenlogik:

Satz 77. Logik erster Stufe ist kompakt, d.h. wenn ® eine Menge von Sdtzen ist, so dass jede
endliche Teilmenge von ® erfillbar ist, dann ist ® erfillbar.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass ® aus Skolemformen besteht, d.h. & = V®, fiir eine
Menge ®, von quantorenfreien Formeln. Per Herbrand-Vollstandigkeit ist dann & erfiillbar
genau dann, wenn E(®() aussagenlogisch erfiillbar ist. Jede endliche Teilmenge ¥ von E ()
ist enthalten in einer Menge der Form E(W¥) fiir eine endliche Teilmenge ¥ von ®,. Nach
Voraussetzung ist W erfiillbar, damit auch E(¥) und somit erst recht auch ¥ < E(¥), d.h.
E(®y) ist endlich erfiillbar, also nach Kompaktheit der Aussagenlogik erfiillbar. O

Ferner erhalten wir Halbentscheidbarkeit des Giiltigkeitsproblems der Prédikatenlogik erster
Stufe:
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Satz 78. Es gibt einen Algorithmus, der alle giiltigen Formeln in Logik erster Stufe aufzdhlt.

Beweis. Dual zeigen wir, dass es einen Algorithmus gibt, der die unerfillbaren Formeln auflis-
tet. Wir konnen uns auf Skolemformen ¢ einschrénken; es reicht, einen Algorithmus anzugeben,
der mit der Antwort , unerfiillbar terminiert, wenn ¢ unerfiillbar ist, und ansonsten entweder
yerfiillbar® antwortet oder nicht terminiert. Wir erzeugen einfach nacheinander alle Grundin-
stanzen von ¢; sobald wir eine aussagenlogisch unerfiillbare Menge erreichen, antworten wir
yunerfiillbar; falls die Menge der Grundinstanzen unendlich und aussagenlogisch erfiillbar ist,
terminiert der Algorithmus also nicht. Im Sonderfall, dass die Menge der Grundinstanzen end-
lich und aussagenlogisch erfiillbar ist, antworten wir ,erfiillbar®. O

9.2 Vollstindigkeit der Resolution

Wir zeigen nunmehr wie angekiindigt die Vollstdndigkeit der prédikatenlogischen Resolution.
Wir reduzieren diese mittels Herbrandvollstindigkeit auf die schon gezeigte Vollstandigkeit
der aussagenlogischen Resolution. Hierzu benétigen wir eine technische Aussage iiber das
Verhéltnis der beiden Resolutionsverfahren, fiir die wir wiederum die genaue Gestaltung der
pradikatenlogischen Resolutionsregel eingehender diskutieren miissen.

Wir erinnern daran, dass die Anwendung von (RIF) auf den mgu als Substitution beschrankt ist.
Wir bezeichnen mit (IRIF) die liberalisierte RIF-Regel, in der wir diese Einschrinkung aufgeben
und stattdessen beliebige Unifikatoren von Ay, ..., A,, B zulassen. Dies dndert offenbar nicht
die Stérke des Systems:

Lemma 79. Wenn sich aus einer Klauselmenge mittels (IRIF) die leere Klausel herleiten lisst,
dann auch mittels (RIF).

Beweis. Man zeigt durch Induktion {iber die Lénge der Herleitung, dass jede mittels (IRIF)
herleitbare Klausel eine Substitutionsinstanz einer mittels (RIF) herleitbaren Klausel ist. Damit
folgt die Behauptung, da eine Klausel, die die leere Klausel als Substitutionsinstanz hat, selbst
leer sein muss. L

Wir bezeichnen ferner mit (RI2F) (resolution with implicit two-sided factoring) die Regel

C,Ay,...,A, =B, ...,—Bg,D

00_7 Do g = mgu(Al,. c. ,An,Bl,. . ,Bk)

Lemma 80. (RI2F) ist aus (IRIF) herleitbar.

Beweis. Wir lesen aus dem Beweis des Lemmas iiber geloste Formen von Gleichungssystemen
(Lemmal53)) ab, dass wir 0o = o annehmen kénnen. Wir wenden (IRIF) mit der Substitution o
auf Aq,..., A,,—B; an (das ist bei (IRIF) eben erlaubt, obwohl ¢ i.a. nicht der mgu von
Ay, ..., Ay, By ist) und erhalten

Co,—Bso,...,—Byo, Do.

Wir wenden dann (IRIF) mit der Substitution ¢ an auf Aj,...,A,, Boo und erhalten (da
o0 =0)
Co,—Bso,...,—Byo, Do.

Wir fahren so fort und erhalten schliellich C'o, Do. O]
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Bemerkung 81. Dagegen ist (RIF) nicht herleitbar aus der einfachen Resolutionsregel ohne
Faktorisierung, Gegenbeispiel: Klauseln {P(z), P(y)}, {—P(2), —P(w)}.

Lemma 82 (Lifting-Lemma). Seien C,Ay,..., A, und —By,..., =By, D prddikatenlogische
Klauseln, und sei o eine Grundsubstitution mit A;o = Bjo fiir alle i, j. Dann ist die zugehérige
aussagenlogische Resolvente C'o, Do Grundinstanz einer prddikatenlogischen Resolvente von

C,Ay, ..., A, und =By, ..., =By, D nach (RI2F).

Beweis. Setze o' = mgu(Ay,..., Ay, B1,...,Bg). Dann gilt 0 = o'7 fiir eine Grundsubstitution
7, und Co, Do ist unter 7 Grundinstanz der pradikatenlogischen Resolvente C'o’, Do’

C,Ay,... A —-Bi,...,—By,D
\ /
Co', Do’ o
Co, Aio,. —Byo,...,—Byo, Do
\ /
Co, Do

[]

Bemerkung 83. Der Beweis des Lifting-Lemmas ist also eher trivial; man beachte aber, dass
das entsprechende Lemma fiir die Regel (RIF) mit nur einseitiger Faktorisierung nicht gilt:
Gegeben pradikatenlogische Klauseln und ¢ wie im Lemma ist die aussagenlogische Resolvente
Co, Do i.a. nicht Grundinstanz einer Resolvente von C, Ay, ..., A, und —By,..., =By, D nach
(RIF), da in einer solchen Resolvente bei k > 1 stets noch Literale der Form —B;o verbleiben.

Damit gilt

Satz 84 (Vollstiandigkeit der priadikatenlogischen Resolution). Wenn ® eine unerfillbare Menge
von pradikatenlogischen Klauseln ist, dann existiert eine Herleitung der leeren Klausel O aus ®
mattels pradikatenlogischer Resolution.

Beweis. Nach Herbrandvollstindigkeit ist FE(®) aussagenlogisch unerfiillbar; nach der
Vollstandigkeit der aussagenlogischen Resolution existiert also eine Herleitung von O aus
Grundinstanzen mittels aussagenlogischer Resolution. Indem wir das Lifting-Lemma auf al-
le Schritte dieses Resolutionsbeweises anwenden, erhalten wir eine Herleitung einer Klausel C'
aus ® mittels (RI2F), und damit nach Lemma [80] auch per (IRIF), so dass O eine Grundinstanz
von C' ist. Dann ist aber C' = O, also per Lemma [79| auch per (RIF) herleitbar. m

10 Quantorenelimination

Erfiillbarkeit von Formeln in Pradikatenlogik ist im allgemeinen unentscheidbar; dies zeigt
man z.B. durch Reduktion des Postschen Korrespondenzproblems (siehe Skript ,,Ontologien im
Semantic Web“). Erfiillbarkeit unter bestimmten Theorien kann dagegen in giinstigen Féllen
entscheidbar sein. Oft basieren Entscheidungsverfahren auf der Methode der Quantorenelimi-
nation, d.h. der dquivalenten Ersetzung von Formeln durch quantorenfreie Formeln.
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Definition 85 (Theorie). Eine Theorie T = (X, ®) besteht aus einer Signatur ¥ und einer
Menge ® von Y-Sdtzen, ihren Aziomen. Ein Modell von T ist ein 3-Modell 9t mit 9t = ®.
Eine Y-Formel i heif3t erfillbar unter T, wenn 1 in einem Modell von T erfiillbar ist, d.h.
wenn ® U {¢} erfiillbar ist. Wir schreiben 7 = 1), wenn —¢ unerfiillbar unter 7 ist, d.h. wenn

D =),

Beispiel 86. Die Theorie T_ der dichten linearen Ordnungen ohne Endpunkte hat die Signatur
Yo ={</2}

d.h. ein bindres Priadikat <, geschrieben in Infixnotation, sowie die Axiome

Vo, —(z < x) Irreflexivitéit)

(
Ve,y,z.x <yAry<z—ozx<z (Transitivitét)
Ve,yr<yve=yvy<czc (Trichotomie)
Ve,yr<y—dz.oz<zArz<y (Dichte)
Vedy.y <w
Vedy. x <y (Endpunktfreiheit).

Ein Modell dieser Theorie sind z.B. die rationalen Zahlen mir der iiblichen Interpretation von <;
ein weiteres Modell sind die reellen Zahlen.

Wir werden mittels Quantorenelimination zeigen, dass Erfiillbarkeit unter 7_ entscheidbar ist;
man sagt kurz, dass T_ entscheidbar ist. Der allgemeine Ansatz ist hierbei wie folgt.

Definition 87. Eine Theorie T = {X, ®} hat Quantorenelimination, wenn fiir jede ¥-Formel ¢
eine quantorenfreie 3-Formel ¢’ berechenbar ist, so dass T = ¢ < ¢'.

Fakt 88. Wenn T = (X, ®) Quantorenelimination hat und Erfillbarkeit von quantorenfreien
Formeln unter T entscheidbar ist, dann ist T entscheidbar.

Quantorenelimination lasst sich auf einen Spezialfall reduzieren:

Lemma 89. Wenn fiir jede ¥-Formel ¢ der Form Jx(aq A -+ A o) mit Literalen o eine
quantorenfreie Formel ¢ mit T = ¢ < ¢ berechenbar ist, dann hat T Quantorenelimination.

Beweis. Wir zeigen per Induktion iiber 1, dass fiir jede ¥-Formel ¢ eine dquivalente quantoren-
freie Formel berechenbar ist. Wir nehmen dabei an, dass ¢ nur 3 enthélt (d.h. ¥ durch 3 definiert
ist). Fiir Atome ist nichts zu zeigen, und die Booleschen Félle sind trivial. Sei also 1 von der
Form 3Jx.y. Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein quantorenfreies y’ mit 7 = y < x'.
Wir bringen x’ in DNF x' = x| v --- v x},, wobei die x} Konjunktionen von Literalen sind. Per
Vertauschung von 3 mit v (s.0.) gilt dann 7 = (3z. x) < ((Fz. X)) v -+ v (Jz.x,)), und die
Quantoren auf der rechten Seite sind nach Voraussetzung eliminierbar. O

Damit zeigen wir

Satz 90. Die Theorie der dichten linearen Ordnungen ohne Endpunkte hat Quantorenelimina-
tion.

Beweis. Sei ¢ = dx.aq A -+ A a,, mit Literalen «;. Wir gehen schrittweise vor:
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. Wir eliminieren zunéchst Negation: Per Irreflexivitét, Transitivitdt und Trichotomie gilt
TE(y=2o@y<zvz<yumdT E(-(y<z) (y=2vz<y).

. Damit erreichen wir eine Formel, die keine Negationen mehr, dafiir aber wieder Disjunk-
tionen enthélt. Wie im Beweis von Lemma [89| formen wir ¢ dann in eine Disjunktion von
existenzquantifizierten Formeln des richtigen Formats um, und machen mit einer solchen
existenzquantifizierten Formel weiter.

. Damit erreichen wir eine Formel ¢ = dx. 8 A --- A 8, mit Atomen [;. Wir eliminieren
nun =:

e Wenn f; = (y = y), dann streichen wir f;.

e Wenn f; = (y = z) oder §; = (x = y), dann streichen wir ; und ersetzen in die
verbleibenden f; jeweils durch §;[z — y|. Abschliefend streichen wir den Existenz-
quantor (z kommt ja nun unter ihm nicht mehr vor) und sind fertig.

Falls wir noch nicht fertig sind, ziehen wir von den verbleibenden Atomen nunmehr dieje-
nigen, die x nicht erwdhnen, vor den Existenzquantor (s.o.), unter dem dann kein = mehr
vorkommt.

. Falls unter den verbleibenden §; x < x vorkommnt, ersetzen wir ¢ durch L (per Irrefle-
xivitét).

. Der verbleibende existenzquantifizierte Anteil hat nunmehr (nach einfacher Umformung)

die Form . .
3x./\u,~<x/\/\x<vj, (6)
i=1 j=1

wobei die u; und die v; von  verschiedene Variablen sind. Diese Formel ist in 7 dquivalent

zu m
N < vy (7)

i=1 j=1

Dabei ist die Implikation @ — klar per Transitivitdt. Fiir die Umkehrung bemer-
ken wir, dass es per Trichotomie unter den u; ein groBtes geben muss; sei dies u;, (formal
beweist man per Induktion eine Disjunktion mit n Disjunkten, eins fiir jedes in Frage
kommende u;). Entsprechend gibt es unter den v; ein kleinstes, v;,. Dann gilt nach Vor-
aussetzung u;, < vj,, so dass per Dichte z existiert mit u;,, <  und x < vj,; dieses x
ist dann per Transitivitit ein Zeuge fiir @ Diese Argumentation setzt natiirlich voraus,
dass n,m > 0. Fiir n > 0,m = 0 und fiir n = 0, m > 0 fithrt man ein &hnliches Argument
mittels Endpunktfreiheit durch; der Fall n = m = 0 ist trivial.

n

]

Um nun tatséchlich Entscheidbarkeit von 7- zu bekommen, fehlt uns noch die Entscheidbar-
keit der Erfiillbarkeit quantorenfreier Formeln unter 7. Wir beobachten zunéchst, dass bei der
Quantorenelimination fiir 7 auch — eliminiert wird. Ferner konnen wir mit Disjunktionen stets
umgehen, indem wir zundchst in DNF transformieren und dann die Disjunkte der DNF der Rei-
he nach auf Erfiillbarkeit priifen (natiirlich horen wir damit auf, sobald wir einen erfiillbaren
Disjunkt gefunden haben). Das verbleibende Problem ist, die Erfiillbarkeit einer Konjunkti-
on atomarer Formeln der Form z = y oder x < y zu entscheiden. Da wir jetzt nur noch
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erfiillbarkeitsdquivalent umformen miissen, konnen wir atomare Formeln z = y jeweils entfer-
nen und in der verbleibenden Formel x durch y substituieren (das ist nicht mehr dquivalent, da
ja die Aussage = = y verloren geht, aber offenbar erfiillbarkeitsédquivalent). Zur Vereinfachung
der Notation schreiben wir die verbleibende Konjunktion einfach als Menge C' von Formeln der
Form x < y. Folgender Algorithmus entscheidet Erfiillbarkeit von C' unter 7_:

1. Wenn in C' Formeln x < y, y < z enthalten sind mit x < z nicht in C, fiige v < z zu C
hinzu und mache bei Schritt 1 weiter.

2. Falls C eine Formel der Form x < x enthéilt, antworte ,,unerfiillbar®, sonst , erfiillbar*.

Schritt 1 terminiert, da nur endlich (genauer: quadratisch) viele Formeln z < z hinzugefiigt
werden konnen. Per Transitivitdt und Irreflexivitat ist klar, dass der Algorithmus recht hat,
wenn er ,unerfiillbar® antwortet. Um zu sehen, dass er auch im anderen Fall recht hat, zeigen
wir

Lemma 91. Wenn mit x < y und y < z stets auch x < z in C ist und C keine Formel der
Form x < x enthdlt, dann ist C erfillbar unter T-.

Beweis. Nach Voraussetzung ist < eine strikte partielle Ordnung auf den Variablen. Man kann
dann die Variablen topologisch sortieren, d.h. in einer Folge x4, ..., z, anordnen, so dass i < j,
wenn z; < x; in C ist. Dann (Q, <),n | C mit n(z;) = 4. [Siehe AuD; zur Erinnerung:
beim topologischen Sortieren entnimmt man einfach wiederholt ein minimales Element aus der
partiellen Ordnung und fiigt es als néchstes Element in eine Liste ein.] O]

11 Vollstindigkeit der Priadikatenlogik erster Stufe

Zur Vereinfachung arbeiten wir in Priadikatenlogik ohne Gleichheit (=) und ohne Funktions-
symbole positiver Stelligkeit (aber mit Konstanten). Wir beweisen die Umkehrung des Korrekt-
heitssatzes, d.h.

Satz 92 (Vollstéandigkeit der Pradikatenlogik erster Stufe). Sei ® eine Menge von Sdtzen und
ein Satz iber einer Signatur 3 in Prdadikatenlogik erster Stufe. Wenn 1 logische Folgerung aus ®
ist (® = 1)), dann ist b aus O herleitbar (P - ).

Bemerkung 93. Eine Version des Satzes fiir beliebige Formeln (d.h. auch solche mit freien
Variablen) ist leicht reduzierbar auf die obige Version, indem man einfach Variablen durch
Konstanten ersetzt.

Wie schon im Falle der Aussagenlogik ist der Beweis der Vollsténdigkeit wesentlich schwieriger
als der der Korrektheit. Der Satz wurde zuerst von Godel bewiesen. Der Beweis, wie wir ihn hier
prasentieren, geht auf Leon Henkin zuriick; er basiert auf einer Reduktion der Pradikatenlogik
erster Stufe auf die Aussagenlogik, fiir die wir die Vollstédndigkeit ja schon gezeigt haben. Im
Groben besteht der Beweis aus den folgenden Schritten:

(A) Wir erweitern zunéchst die Signatur ¥ zu einer Signatur Xy, die fiir jede Formel ¢(x) (mit
hochstens einer freien Variablen x) {iber ¥y eine Zeugenkonstante Co(x) enthilt, gedacht als
Name fiir ein ¢(z) erfiillendes Element, wenn ein solches existiert. Ebenso erweitern wir die
gegebene Formelmenge ® um eine unendliche Menge ¢ zusétzlicher Axiome, die Henkin-
Theorie. Diese enthélt insbesondere fiir jede Formel ¢(z) ein Axiom 3z. ¢(x)) — @(Co(a)-
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(B) (Henkin-Elimination) Wir beweisen dann fiir jede Formel p iiber ¥ (die also keine Zeu-
genkonstanten erwahnt), dass aus ® U S + p bereits ® I p folgt, in Worten: wenn sich p
aus ¢ unter Zuhilfenahme der Henkin-Theorie herleiten ldsst, dann kann man p schon
aus ¢ allein herleiten .

(C) (Henkin-Konstruktion) Wir fassen nun Formeln in Logik erster Stufe als blofle aussagenlo-
gische Formeln auf, indem wir alle Teilformeln der Form Y. ¢, 3x. ¢ oder P(...) als Atome
ansehen. Aus einer Wahrheitsbelegung £ mit x = ® U J (aussagenlogische Erfiilltheit)
konstruieren wir dann ein ¥-Modell 9, mit M, = ¢ (prdadikatenlogische Erfiilltheit).

(Zu (C): Z.B. ist die Formel (Vz.$) A 3. —¢ aussagenlogisch strukturgleich zur Formel A A B,
insbesondere zwar als priadikatenlogische Formel unerfiillbar, aber aussagenlogisch erfiillbar.
Dagegen ist die Formel (Vz.¢) A —Vz.¢ schon aussagenlogisch unerfiillbar, da sie strukturgleich
zur aussagenlogischen Formel A A —A ist.) Damit lduft der Beweis des Vollstandigkeitssatzes
dann wie folgt: Wie schon im Falle der Aussagenlogik reicht es zu zeigen, dass jede konsisten-
te Menge ® von Sétzen in Logik erster Stufe erfiillbar ist. Per Henkin-Elimination ist mit &
auch ® U 7 konsistent — als Menge von Formeln in Logik erster Stufe, und damit erst recht
als Menge von aussagenlogischen Formeln, da ja nach der Uminterpretation allenfalls weniger
Information und weniger deduktive Mittel als vorher zur Verfiigung stehen, um einen Wider-
spruch herzuleiten. Per Vollstéandigkeit der Aussagenlogik ist damit ® U 7 erfiillbar als Menge
aussagenlogischer Formeln; nach der Henkinkonstruktion folgt dann, dass ® auch als Menge
von Formeln in Logik erster Stufe erfiillbar ist.

Im einzelnen werden die Schritte der Beweisstrategie wie folgt umgesetzt.

(Henkin-Theorie) Wir brauchen fiir jede Formel ¢(z) eine Zeugenkonstante ¢y, aber:
Zeugenkonstanten erzeugen neue Formeln, z.B. dy. P (y, c¢(m)). Die Losung besteht darin, die
Hinzufiigung von Zeugenkonstanten zu iterieren. Wir definieren also eine aufsteigende Folge
=39 € ¥y € Yy € ... von Signaturen, wobei jeweils >;,; die vorhergehende Signatur »;
um neue Zeugenkonstanten cy(y) fiir alle X;-Formeln ¢(z) (mit FV(¢) = {x}) erweitert, und
setzen X = | J;—, 2. Wir konnen dann fiir jedes Co(x) Seinen Geburtstag

min{i | cy(z) € Xi}

definieren. Damit sieht man auch, dass Xy in der Tat fiir jede Formel ¢(z) iiber Yy eine
Zeugenkonstante ¢4,y enthélt: wenn i der Geburtstag der jiingsten Zeugenkonstante in ¢(x)
ist, dann enthélt 3,1 < Xy eine Zeugenkonstante cg(z).

Die Henkin-Theorie .7 ist dann definiert als die (unendliche) Menge aller Instanzen der fol-
genden beiden Axiomenschemata:

H1: (2. ¢(2)) — ¢(Co(a))
H2: ¢(c) — Iz. ¢(x)

(B) (Henkin-Elimination) Formeln das Typs H2 sind beweisbar in Logik erster Stufe und
kénnen daher offensichtlich in Beweisen in Logik erster Stufe als Annahmen weggelassen wer-
den. Es bleibt zu zeigen, dass alle Instanzen von H1 eliminierbar sind. Wir wéhlen in einem
gegebenen Beweis von p unter den verwendeten Instanzen von H1 die mit dem jiingsten cg(,).
Wir bezeichnen die Menge aller anderen im Beweis verwendeten Instanzen von H1 mit 4, so
dass

v U {(Fr. ¢(2)) = Pcow)} = p-
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Da (3z. ¢(x)) — ¢(cy(x)) sowohl aus —3x. ¢(x) als auch aus ¢(c4()) herleitbar ist, folgt
QU U {—Tx. d(x)} - pund © U G U {d(chw))} F P

Da cy(y) in @, 7 und p nicht vorkommt (in %) deswegen nicht, weil cy(y) die jiingste vorkom-
mende Zeugenkonstante ist), folgt aus dem rechten Teil per (FE)

o U {3z 9(2)} = p,

also per Fallunterscheidung iiber (3z. ¢(x)) v —3z. ¢(x) letztlich & U H4 — p. Damit ist eine
Instanz von H1 eliminiert; Iterieren des Verfahrens eliminiert alle Instanzen von H1.

(4) (Henkin-Konstruktion): Wir setzen

M, = Menge der Konstanten in Y,
M [c] =c
M [P] = {(c1,- .- ca) | K(Plery ..o yen)) =T}

Die Behauptung 9, = ® folgt dann unmittelbar aus

Lemma 94 (Wahrheitslemma). Fir jeden Satz p gilt M, = p genau dann, wenn K = p.

Beweis. Induktion iiber die Grofle von p. Wir nehmen an, dass in p nur Existenzquanto-
ren vorkommen; das ist fiir Zwecke eines Vollstiandigkeitsbeweises deswegen zuléssig, weil die
Aquivalenz von Vz.¢ und —3z. —¢ in unserem System herleitbar ist und alle logischen Kon-
strukte herleitbare Aquivalenz bewahren. Der Induktionsanfang ist p = P(cy, ..., ¢,) (da p ein
Satz ist, kommen keine Variablen unter den Argumenten von P vor); fiir solche Formeln gilt
die Behauptung nach Konstruktion von 9. Die Booleschen Félle (—, A) sind klar.

Es bleibt der Fall p = (3z. ¢(z)); wir handeln die Implikationen getrennt ab:

=% Sel M, = Jz. ¢(x). Da jedes Element von M, die Interpretation einer Konstanten ist,
existiert dann per Substitutionslemma ¢ € ¥ mit M, = ¢(c). Da ¢(c) ein Satz und kleiner
als 3z. ¢(x) ist, folgt nach Induktionsvoraussetzung k = ¢(c). Mit H2 erhalten wir schliellich
k= dz. o(x).

=" Seil k = Jr. ¢(x). Nach HI folgt dann x E ¢(ce(r)); da @(cyr)) ein Satz und kleiner als
Jz. ¢(x) ist, folgt nach Induktionsvoraussetzung M, = ¢(c4(r)) und damit M, = Iz. P(z). O

Es folgt nunmehr erneut

Korollar 95 (Kompaktheit). Jede endlich erfiillbare Formelmenge ® (d.h. jede endliche Teil-
menge von ® ist erfillbar) ist erfillbar

Beweis. Da Beweise endliche Objekte sind, gilt die analoge FEigenschaft mit ,konsistent®
statt ,erfiillbar; nach Vollstandigkeit und Korrektheit sind aber Konsistenz und Erfiillbarkeit
dquivalent. O

Beispiel 96. Sei ® eine Axiomatisierung der natiirlichen Zahlen in Logik erster Stufe (z.B.
die Peano-Axiome, mit 0 und Sukzessorfunktion s sowie einem Axiomenschema fiir Induktion).
Dann ist ® U {c¢ = s"(0)|n € N} endlich erfiillbar, somit nach Kompaktheit erfiillbar — d.h. wir
konnen in Logik erster Stufe durch keine noch so raffinierte Axiomatisierung die Existenz von
Nicht-Standard-Zahlen ausschlieflen.
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Bemerkung 97. Vollstiandigkeit ist durchaus keine selbstverstédndliche Eigenschaft einer Lo-
gik. Man unterscheidet im allgemeinen zwischen starker Vollstdndigkeit, wie wir sie oben fiir
Préadikatenlogik erster Stufe bewiesen haben, und schwacher Vollstindigkeit. Eine Logik, mit
logischer Folgerungsrelation k=, ist per Definition stark vollstandig, wenn aus ® k= 1) stets ® ¢
folgt (Korrektheit ist die umgekehrte Implikation), und schwach vollstdndig, wenn jede giiltige
Formel herleitbar ist, d.h. wenn aus = 1 stets — 1 folgt. Wenn eine Logik korrekt und stark
vollsténdig ist und auflerdem das Beweissystem finitdr ist, d.h. wenn jede Regel nur endlich
viele Pramissen hat (das schliefit Regeln aus, die z.B. aus ¢(n) fiir alle konkreten natiirlichen
Zahlen n die Formel Yz € N. ¢(x) schliefen), dann ist die Logik, mit der gleichen Argumentation
wie oben, kompakt, d.h. jede endlich erfiillbare Formelmenge ist erfiillbar.

In Pradikatenlogik monadisch zweiter Stufe (MSO) hat man zusétzlich zu Quantoren iiber
Individuenvariablen wie in Pradikatenlogik erster Stufe noch Variablen fiir Teilmengen des
Grundbereichs, also fiir unére Préadikate, und Quantoren dariiber. Wir nennen die neuen
Variablen Mengenvariablen und schreiben sie P,(),...; wir verwenden sie ansonsten wie
Pradikatensymbole. Sei dann ® die Formelmenge iiber der Signatur ¥ = {0, suc, >} beste-
hend aus den Formeln

VP.(P(0) A (V. P(z) — P(s(z)))) — V. P(x)
V. —s(z) =0

Vr,y.s(x) = s(y) >z =y
Ve,yx >y dz.x =y + 2.

Dann definiert ® eindeutig (bis auf irrelevante Umbenennungen der Elemente des Grundbe-
reichs) die natiirlichen Zahlen mit der tiblichen Lesart von >: das zweite und dritte Axiom
stellen sicher, dass man lauter verschiedene Elemente s"(0) fiir n > 0 hat, das erste Axiom
sorgt dafiir, dass dies tatséchlich alle Elemente sind, und das letzte Axiom definiert >. Damit
ist dann offenbar

® U {c=s"(0)|neN}

endlich erfiillbar, aber nicht erfiillbar. Somit hat MSO keine stark vollsténdige finitire Axio-
matisierung. (Nach dem deutlich schwerer zu beweisenden Gédelschen Unvollstandigkeitssatz
ist MSO auch nicht schwach vollsténdig.)
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