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Zadeh Logic EAU

Semantik

| ® Seia € At ein Zustand
¢ 9 = pl9le N Y[0¢ 1) * Evaluation ¢“(a) € [0, 1] einer Formel ¢ am
p e At Zustand a
fuzzy Modelle ° 2(9((2)(;9%(?) o(a)
e At: Menge an Atomen. > \moia) =1 —¢la
| ° (¢ Ny)(a) = min(d(a),(a))
o = B sy B2 fuzzy Modll it o (06)(a) = supseal R (a,a') o(a")
: Menge an Zustanden ® Propositionaler Fall: ¢ : [0, 1] — [0, 1]

o p? . A — [0,1] fir jedes Atom p
o RY :Ax A—10,1]
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Nonexpansive Fuzzy ALC

Zadeh ist syntaktisches Fragment von N.e. ALC

¢, ¢ = c|p|—¢|@ M Y|o & [0
p € At,c € ]0,1]

fuzzy Modelle

e At: Menge an Atomen.

o o = (A, (p7)pear, R) fuzzy Modell mit
o A: Menge an Zustanden
o p? : A —[0,1] fir jedes Atom p
o RY :Ax A—10,1]

Semantik
® Seia € At ein Zustand
e Evaluation ¢ (a) € [0, 1] einer Formel ¢ am
Zustand a
o cla) =c
° p(a) = p”(a)
© (=¢)(a) =1 —¢(a)
° (@M )(a) = mi :
© (¢ @ c)(a) = min(l, p(a)

=AU
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Lukasiewicz Logik

N.e. ALC ist syntaktisches Fragment von t

Semantik

® Seia € At ein Zustand

b == c|p|~d|d M B|d @ ¥|0d (3) e Evaluation ¢ (a) € [0, 1] einer Formel ¢ am
7 Zustand a
p € At,ce|0,1] o cfa) = c
fuzzy Modelle © p(a) = p”(a)

o (~¢)(a) =1 - ()

e At: Menge an Atomen.

o of = (A, (pd)peAt, R;z%) fuzzy Modell mit Z EZZ Qﬂ;qi))((?) zﬂﬂé@@%(&(é)@f@i a))
o A%Menge an Zu§ténden o (Qp)(a) = SUPa'eA(Rd(CL, a'),¢(a’))
°p” : A—[0,1] fur jedes Atom p * Propositionaler Fall: ¢ : [0, 1]4 — [0, 1]

o RY:Ax A—]0,1]
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Nichtexpansive Funktionen

hichtexpansive Funktion

Seien (X, dy) und (Y, dy) (pseudo)metrische Raume. Eine Funktion f : X — Y heiB3t nichtexpansiv, falls gilt

\VIZCl, To € ng(f(xl), f(:l?g)) < d1<ZE1, LEQ) (4)
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nichtexpansive Funktion
Seien (X, dy) und (Y, dy) (pseudo)metrische Raume. Eine Funktion f : X — Y heiB3t nichtexpansiv, falls gilt

\VIZCl, To € ng(f(xl), f(:l?g)) < d1<ZE1, LEQ) (4)

nichtexpansive Formel
Eine Formel heif3t nichtexpansiv (bezuglich Verhaltensdistanz), falls ihre Evaluationsfunktion nichtexpansiv (beztglich

Verhaltensdistanz) ist
flr propositionale Formeln entspricht Verhaltensdistanz der Supremumsnorm
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These dieser Arbeit LEA\U

Nonexpansive fuzzy ALC ist das nichtexpansive Fragment von tukasiewicz
1. jede Fromel aus Nonexpansive fuzzy ALC ist nichtexpansiv (per Induktion Gber Konnektive v/

2. far jede nichtexpansive Formel aus Lt exisitert eine Formel aus Nonexpansive fuzzy ALC, sodass beide Formeln zur
gleichen Funktion auswerten
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These dieser Arbeit LEA\U

Lukasiewicz Nonexpansive fuzzy ALC

Beispiele:

p®0.1cbtundpad 0.1 € Ne.ALC
(p@p)M0et und0 € Ne.ALC
pdpetaberpdp g Ne ALC
(und es exisitert keine aquivalente
Formel)

syntaktisch gleiche Formeln
nichtexpansive Formeln

Franz Schlicht July 24, 2025 9/25



Nichtexpansivitit entspricht Bisimilaritat EAU

® Begriff der Bisimilaritat kann auf fuzzy Modelle erweitert werden

e Verhaltensdistanz d“ kann (iber ein fuzzy Bisimulationsspiel definiert werden
* |ogische Distanz d" wird Uiber nichtexpansive Formeln definiert

e " entspricht d“

Wil+18
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Beispiel: expansive Formeln EAU
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Evaluationsfunktion ¢(p) = min(2p, 1)

N T
1
$(0.2) = 0.4
: ¢(0.5) =1
0.5 g 04 — 1] = 0.6> 0.2 — 0.5] = 0.3
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Beispiel: expansive Formeln

¢p=pdq
Evaulationsfunktion: ¢ <(p)) =min(p+q, 1)

((3) -
((3) =
1(23) - (32)] -oa

0.4—1| =0.6>0.3

(b'd)d
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Vorgehen Beweis EAU

1. Jede nichtexpansive Formel aus t hat eine Evaluatiosfunktion der Form ...
2. Jede Funktion der Form ... ist Evaluationsfunktion einer Formel aus Nonexpansive fuzzy ALC
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Evaluationsfunktionen von beliebigen Formeln EAU
aus Lt

Sei ¢ eine Formel aus £ mit n verschiedenen Variablen. Die Evaluationsfunktion f : R” — R von ¢ hat die Form

1. f ist stetig
2. es gibt eine endliche Anzahl unterschiedlicher affin linearer Funktionen (Komponenten) Ay, ..., A, von der Form

)\j = bj + M;T1 + ...+ My Ty mit bj € R, mi; € 7,
Ve € [0,1]".35 € 1, .., u.f(z) = A(z)

McN51
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Beispiel: expansive Funktion

f(p) = min(2p,0.5)

®
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Beispiel: expansive Funktion EAU

f(p) = min(2p,0.5)

A
]:(P) ;1 ! A(p) = 2p expansiv!
’
) Ar(p) = 05
’
’
054 —— A Ay
°3 0.5 i P
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wesentliche Komponente EAU

wesentliche Komponente

Eine Komponente A von f hei3t wesentlich, falls ein n-Dimensionaler Teilraum D existiert, sodass f|D = Ap
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=AU

Evaluationsfunktionen von nichtexpansiven
Formeln aus t

Sei ¢ eine nichtexpansive Formel aus £ mit n verschiedenen Variablen. Die Evaluationsfunktion f : R" — [0, 1] von ¢

hat die Form

1. f ist stetig
2. es gibt eine endliche Anzahl unterschiedlicher affin linearer Funktionen (Komponenten) Ay, ..., A,,.

Alle wesentlichen Komponenten haben die Form A\; = b; + m;x, mitb; € R, m; € {—1,0,1}
Ve e [0,1]".35 € 1,.., u.f(x) = A(z)

e f:R" — R im weiteren von dieser Form
e Komponenten hangen nur von einer Dimension ab

— Komponentendimension

July 24, 2025 17/25
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Trennlinien

=AU

Definition Trennlinie

Seien \;, \; zwei Komponenten von f.
mi; = {x € R"|\i(z) = A\;(x)} heiBt Trennlinie von f.

® Trennlinien sind entweder die leere Menge oder n — 1-Dimensional

® der n-dimensionale Definitionsbereich von f kann Uber die Trennlinien in endlich viele n-Dimensionale Bereiche
D+, ..., Dy aufgeteilt werden.

® cin Bereich D ist konvex und abgeschlossen

e flr jeden Bereich D gibt es genau eine Komponente A fur die gilt fijp = Ap.

o wir nennen \ die Bereichskomponente von D
o Indizierung Uber die Bereiche (A = A\p)
o die Bereichskomponentendimension von D ist die Dimension von \p
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Beispiel: Trennlinien EAU

AM(p,q) =p
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M(p,q) =09 —¢q

Trennlinie mqs:

n={(7) <)

Trennlinie m;3:
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(bdyez
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L AM(p,q) =p
Ao(p,q) =1—p
A3(p,q) =0.1+¢q
Ai(p,q) = 0.9 — ¢
0.5 Trennlinie mys:

= {() <)

Trennlinie m;3:
T3 = {x -~ R”\azl = 0.1+ ZCQ}

0.5 1

Franz Schlicht July 24, 2025 20/25



Beispiel: Trennlinien EAU

AM(p,q) =p

. A(p,q) =1—p
A3(p,q) =0.1+¢
M(p,q) =09 —¢q

Trennlinie mqs:

o= {()wer)

Trennlinie m;3:
0 0.5 1 T3 = {ZC € Rn|$1 = 0.1+ 33'2}

Ty

Franz Schlicht July 24, 2025 20/25



Beispiel: Trennlinien EAU
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Beweisidee |;/A%\\U

® zu zeigen: Jede Funktion f ist Evaluationsfunktion einer Formel aus Nonexpansive fuzzy ALC.

® up(x) = SUPDm[o,l]nf /\D/GUD Ap(z)
e D c Up & Vx € D.)\D/(ZC) > )\D(LU)
e DecUp

1%
0.8 +
0.6 +

0.4 +

I I I »
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Beweisidee |§/A%\\U

® zu zeigen: Jede Funktion f ist Evaluationsfunktion einer Formel aus Nonexpansive fuzzy ALC.
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1 t ] | 1 ! | HD 1 *
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Lemma

Sei D ein Bereich von f.
vz € [0, 1]". f(z) < pp(z)
Vz € D.f(z) = pp(z)

Lemma

.....

e Komponenten sind in Nonexpansive fuzzy ALC ausdrlckbar
® Minimum in Nonexpansive fuzzy ALC ausdrickbar

— up ausdruckbar

® Maximum in Nonexpansive fuzzy ALC ausdrickbar

— f ausdrickbar

Franz Schlicht July 24, 2025 22/25



Future Work EAU

Erweiterung auf Modallogik
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