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1 Ubersicht

Ein zentraler Aspekt in der Semantik von Programmiersprachen und allgemein der Infor-
matik ist das Binden von (Variablen-)Namen, also die Frage: Was bezieht sich anf was?

Operationen auf Programmen und anderen Strukturen mit Variablen-Bindung (z. B. logi-
schen Formeln) sind dabei leichter implementierbar und deren Korrektheit beweisbar, wenn
die Strukturen nur bis auf Umbenennung von gebundenen Variablen zu betrachtet wer-
den, d. h. modulo a-AquivalenZ. Das ist besonders der Fall, wenn die Operationen Variablen
durch andere Terme ersetzen, die selber wieder freie Variablen haben; beispielsweise:

* [B-Reduktion im A-Kalkiil (vgl. Theorie der Programmierung)

* Allquantor-Elimination in Pridikatenlogik (vgl. Grundlagen der Logik in der Infor-
matik)

Bei solchen Operationen muss man nimlich Verhindern, dass die freien Variablen im ein-
gesetzten Term filschlicherweise gebunden, weil sie zufillig so heiffen wie eine (eigentlich
andere) lokale Variable. Bei diesem bekannten Beispiel im A-Kalkil zeigt der erste Pfad die
fehlerhafte 3-Reduktion, die y einfingt und darunter die Reduktion, die das Einfangen ver-
meidet (engl.: capture avoiding):

B
(M. My xy)y ——-> M\y.yy

Eine bekannte Technik des Abstrahierens von Variablennamen sind de Bruijn Indizes [4]
(gesprochen: Braun). Hierbei wird statt Variablennamen lediglich eine nattirliche Zahl (d.
h. Index) verwendet, die die Distanz zum zugehdrigen Binder (also der Variablendefinition)
angibt. Im A-Kalkiil bedeutet Distanz die Anzahl der Binder (\) zwischen einer Variable
und ihrem zugehorigen Binder, siehe z. B. Abbildung 1. Nachdem es ja keine Namen mehr
gibt (sondern nur noch Indizes), sind im Beispiel auch keine Namen mehr an den Bindern,
und es kann somit auch keine Namenskollisionen mehr geben. Diese Angabe der Distanz
hat allerdings zur Folge, dass Index 0 fiir unterschiedliche Variablen steht, je nach dem wo
der Index eben vorkommt. Und umgekehrt muss beim Ersetzen einer Variable durch eine
andere (z. B. wihrend 3-Reduktion) dieser Index passend berechnet werden, je nach dem,
wie tzef im Term die neue Variable eingesetzt wird. Dadurch unterscheidet sich also der
mathematische Formalismus davon, wie wir als Menschen intuitiv mit Variablen umgehen.

M.x(Mr.x)(Ay.zy) < X0 (A0)(N10)

L I

Abbildung 1: Beispiel von de Bruijn Indizes im A-Kalkdil

Diese Liicke wird durch nominale Mengen geschlossen: Der Grundstein daftir wurde im
LICS-Paper von Jamie Gabbay und Andrew Pitts [S] gelegt, in dem allerdings noch nicht
der Begrift Nominal Sets sondern FM-sets verwendet wurde. Dieser bezieht sich auf ein Men-
gentheorie von Fraenkel und Mostowski aus den 1920ern, die Mengen mit Atomen betrach-
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teten. Einer der Betrige des Papers ist es, dass sich diese Atome dhnlich wie Variablenna-
men verhalten: man kann sie vertauschen (Umbenennung) und man kann sie auf Gleich-
heit tiberpriifen. Durch die Mengentheoretische Sichtweise sind nominale Mengen leichter
zu verstehen als andere Formalismen fiir Namensbindung, die beispielsweise mit speziellen
Funktor-Kategorien arbeiten.

Letztendlich ist die mengentheoretische Sichtweise der nominalen Mengen eine Reprisen-
tation von einem dieser kategoriellen Modelle (einer Kategorie namens Schanuel-topos) und
der Betrag von Gabbay und Pitts war es, Variablenbindung (bzw. o-Aquivalenz) mengen-
theoretisch elegant zu formulieren.

Intuitiv ist eine Nominale Menge (urspr. FM-set [S]) eine Menge X, in der jedes Element
r € X eine endliche Menge supp(z) von Atomen (also freien Variablen) trigt und au-
Berdem eine Operation bereitstellt, diese Atome (bijektiv) umzubenennen. Im Falle von A-
Termen modulo a-Aquivalenz ist der Support supp(t) genau die Menge aller freien Varia-
blen von t.

Um nominale Konzepte mit der iiblichen Mengentheorie besser vergleichen und katalogi-
sieren zu konnen, werden wir trotzdem bei Bedarf auf Begriffe aus der Kategorientheorie
zurtickgreifen und einfithren.

Weiteres Material kann optional hier nachgeschlagen werden:

* Das Buch von Andrew Pitts [13] zu Nominal Sets: hieran wird sich die Veranstal-
tung mafigeblich orientieren. Das Buch ist aus dem Uni-Netz als PDF unter der DOI
https://doi.org/10.1017/CB09781139084673 abrufbar.

* Das Paper von Jamie Gabbay und Andrew Pitts [5], das den Startschuss fur die heu-
tige Theorie der Nominalen Mengen gegeben hat.

* Alles was an Kategorientheorie verwendet wird, wird bei Bedarf hier vollstindig defi-
niert. Weitere Grundlagen sind in der Vorlesungsmitschrift von Algebra des Program-
mierens [16] (auf Deutsch) zu finden. An englischsprachiger Einfithrungsliteratur zu
Kategorientheorie gibt es die Biicher von Awodey [2] und von Addmek, Herrlich,
Strecker [1] (beide online verfiigbar).

* Automatentheorie [3, 14]: mittels nominalen Mengen lassen sich Konzepte von end-
lichen Automaten definieren, die in der Lage sind, Eingaben tiber einem unendlichen
Eingabealphabet verarbeiten kénnen. Das Paper [3] von Bojanczyk, Klin und Lasota
verallgemeinert gleichzeitig den Begriff von nominalen Mengen auf andere Symme-
trien als nur Vertauschung und Gleichheitspriifung von Namen, z. B. auf eine linear
geordnete Menge von Atomen.

* Die bijektive Umbenennung stellt sicher, dass zwei unterschiedliche Namen nie durch
Umbenennung gleichgemacht werden kénnen. Erlaubt man das jedoch explizit, erhilt
man Nominal Renaming Sets von Gabbay und Hofmann [6]. Nominal Renaming
Sets stehen in starker Beziehung zu den tiblichen nominalen Mengen und dienen auch
als Grundlage fiir Automatentheorie (siche Moerman und Rot [12]).

* Die gingige Definition von nominalen Mengen betrachtet zuerst die Kategorie der
Gruppenoperationen und schrinkt dann auf solche mit endlichem Support ein. Die
oben angefiihrte Intuition von endlich vielen Variablen, die sich dann Umbenennen
lassen ldsst sich mathematisch genauso realisieren (auch fiir andere Symmetrien und


https://doi.org/10.1017/CBO9781139084673

fiur Renaming Sets). Man betrachtet zuerst die Kategorie der Supported Sets [15] und
erhilt dann nominale Mengen als algebraische Kategorie dartiber. Das ist analog zu
Theorien wie Gruppen, Verbinde, etc. die algebraische Kategorien tiber Mengen sind.
Nominale Mengen sind selbst nicht algebraisch tiber (gewohnlichen) Mengen, aber
tiber Supported Sets.

2 Gruppenoperationen

Die Idee von nominalen Mengen ist es, dass die Strukturen X, die (Variablen-)Namen ent-
halten, opak sind und lediglich eine Operation bereitstellen: das bijektive Umbenennen (also
Vertauschen) von Namen. Dies ist eine bekannte algebraische Struktur, nimlich die Opera-
tion einer Gruppe auf einer Menge X. Alle anderen Konzepte auf nominalen Mengen, z. B.
welche Namen in einer Struktur vorkommen und wie sie zu binden sind, werden dann auf
Gruppenoperationen reduziert:

Definition 2.1. Eine Gruppe (G, +) ist eine Menge G zusammen mit einer biniren Opera-
tion 1 G X G — G (Verkniipfung), sodass gilt:

(a) - is assoziativ: (x +y) -2 =x-(y-2) (firalle z,y, 2 € G)

(b) es gibt ein neutrales Element e € G: x - e = x = e - x (fir alle v € G)

. . -1 -1
(c) jedes Element x € G hatein Inverses x : -2  =e=x -2

Ein Gruppenbomomorphismsus f:(G,-) — (H,-) ist eine Abbildung f:G — H mit
f(z - y) = f(x) - f(y). Eine Untergruppe von (H,-) ist durch einen injektiven Grup-
penhomomorphismus f: (G,-) = (H, -) reprisentiert.

Beispiel 2.2. Fiir uns sind in erster Linie diese Permutationengruppen von Bedeutung:

(a) Fiir cine Menge A sei (Sym(A), -) die Gruppe aller bijektiven Abbildungen auf A:
Sym(A) = {m: A - A | 7 bijektiv}
Die Verkniipfung - ist Funktionskomposition (in der iiblichen Reihenfolge):
(r-0):i=(roc)=(awr n(c(a)))
Das neutrale Element ist die Identitit id4: A — A, id4(z) := .
(b) Der Support (auch Triger) einer (Endo-)Funktion m: A — A ist
supp(m) :={a € A | 7(a) # a}

Eine Bijektion 7 € Sym(A) heifdt endlich, wenn supp(7) endlich ist; also wenn sie
nur fir nur endlich viele Elemente von A nicht konstant ist. Die endlichen Bijektio-
nen bilden die Untergruppe &¢(A) € Sym(A) der (endlichen) Permutationen:

G¢(A) = {f: A - A| f bijektiv und endlich}

Notation 2.3. Wir verwenden den Begrift Permutation nur fur endliche Bijektionen. Pitts [13]
verwendet den Begriff fiir endliche und unendliche Bijektionen, verwendet aber die Nota-
tionen Sym und Perm := G;.

Lemma 2.4. Fiir jede Permutation m € S¢(A) gibtesn € Nmitn > Qund 7" = id.



Beweis. Sei S := supp(m) und damit &¢(.S) eine Untergruppe von S¢(A), die 7 enthilt.
Da S und damit auch &¢(S) endlich ist, ist die Menge

{7" | k € N} € &¢(S)

auch endlich. Folglich gibt es unterschiedliche k,m € N (sei k < m 0.B.d.A.) mit ="
Somit ist n :=m — k € N und

id=7"=7"" (Wk)_l =" O

Eine spezielle Art von Permutationen sind zyklische Permutationen (a; ay -+ ay) (fir
paarweise verschiedene a;, 1 < i < k), definiert durch:

apyq fallsz =aq, furl < k
(a1 ay -+ a;) € &¢(A) xday fallsx =aqa, fiirl =k

i sonst.

Ein Spezialfall davon sind Transpositionen: sie vertauschen lediglich zwei Elemente a, ay €
A (nicht zwingend verschieden):

ay fallsx = a;
(a; ay) € G¢(A) (ay ay)(x):=<a, fallsz = ay

i sonst.

Die Transpositionen erzeugen alle endlichen Permutationen:

Theorem 2.5 (Ubungsaufgabe). Jede endliche Permutation 1 € S¢(A) lisst sich als Kompo-
sition von Transpositionen schreiben.

2.1 Struktur

Definition 2.6. Die Aktion einer Gruppe (G, o) auf einer Menge X (auch Gruppenope-
ration, Wirkung, engl.: G-set) ist eine Abbildung *’: G X X — X (in Infix-Schreibweise),

sodass:

(a) e x =, fir alle x € X und das neutrale Element e.

(b) (moo)-x=n-(0-x),firallex € X und 7,0 € G.
Bemerkung 2.7. Zur besseren Unterscheidbarkeit haben in Definition 2.6 die Verkniip-
fung der Gruppe und die Aktion unterschiedliche Symbole. In Zukunft werden wir beides

mit - bezeichnen, selbst wenn wir Gruppenoperationen auf unterschiedlichen Trigern ha-
ben.

Bemerkung 2.8 (Ubungsalufgabe). Eine Abbildung h: G X X — X ist genau dann eine
Gruppenoperation, wenn h: G = (X — X)), h(g)(x) := h(g,z) ein Gruppenhomomor-
phismus (G, -) = Sym(X) ist.

Wie eben schon verwendet bezeichnet Y — Z die Menge aller Abbildungen von Y nach
Z. Je nach Kontext schreiben wir synonym 2 Y= (Y - Z).
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Beispiel 2.9. Beispiele fiir Aktionen:
(a) Fiir G := &¢(A) (sowie fiir G := Sym(A)) und X := A: definiere 7 - a := m(a).
(b) Fiir G := &¢(A) und X := A definiere 7 - (a,b) := (7(a), 7(b)).
(c) Fiir (G,0) und X := G: definiere 7 - g := 7 0 g.
(d) Fir (G, o) und X := G: definiere die Aktion ‘*’: GXG — G (genannt: Konjugation

und hier tiblicherweise mit * notiert) durch
Txgi=mogom .
(e) Fir (G, o) und X beliebig: definiere 7 - x := x; genannt die diskrete Gruppenopera-
tion.

In Gruppenoperationen lisst sich fast so rechnen wie in der Gruppe G selbst, z. B.:

-1
TeT =Yy = r=m -y

Definition 2.10. Der Orbit von x € X in einer Gruppenoperation auf X ist die Menge:
orb(z):={g-z| g € G}

Wenn X nur endlich viele verschiedene orbits hat, so heifdt es orbit-endlich.

Intuitiv lassen sich von einem Element x € X tber die Gruppenoperation nur Elemente

innerhalb dessen Orbits erreichen. In Abbildung 2 sind die zwei Orbits von A? visualisiert

(vgl. Beispiel 2.9.(b)). Da G Inverse hat, gilt:

Lemma 2.11. Die Orbits zweier Elemente x,y € X sind entweder disjunkt oder identisch.

Beweis. Fallunterscheidung, ob g € G mit x = g - y existiert:

1. Es gibt ¢ € G mit x = g - y: Die Orbits sind identisch (orb(z) = orb(y)), denn
x'€orb(x) = Elg':x’:g"x:x':g'-(g-y) =7 = (g’-g)~y:>x’60rb(y).

Die andere Richtung orb(y) € orb(z) folgt aus dem gleichen Argument fiir y = g

2. Es gibt kein ¢ € G mit © = ¢ - y: Die Orbits sind disjunkt, denn gibe es z € orb(z) N
orb(y), dann gibe es ¢,,9, € G mit g, -« = z = g, + y und damit = = (.- 9y) * Y
Widerspruch. ]

Lemma 2.12 (Ubungsaufgabe). Eine Gruppenoperation auf X ist genan dann diskret, wenn
Jeder Orbit genau ein Element bat.

Beispiel 2.13. Bezeichne P X die Potenzmenge einer Menge X. Eine Aktion von G auf X
erweitert sich punktweise zu einer Operation

“rGE@XPX - PX 7-S={r-z|x€S}

Fiir G := G¢(A) haben zwei Mengen S, T € PA genau dann den selben Orbit, wenn sie
die gleiche Michtigkeit haben. Wenn A unendlich ist, dann ist orb(@) = {@} der einzige
endliche Orbit in P A.



( RN I B RGNS
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..........................................................................................

Abbildung 2: Die Gruppenoperation aus Beispiel 2.9.(b) auf A? hat zwei Orbits

Beispiel 2.14. Die Operation auf P X erhilt Endlichkeit: wenn S € PX endlich ist, so ist
auch 7 - S fiir beliebiges m € G endlich. Daraus ergibt sich eine Gruppenoperation auf der
endlichen Potengmenge

Pe(X) :={S € PX | S ist endlich},
die ebenfalls punktweise definiert ist:

rGE X PeX - PrX 7-S={r-z|zeS}

2.2 Strukturerhaltung

Definition 2.15. Eine Abbildung f: X — Y zwischen Gruppenoperationen (X, ) und
(Y, ) ist dquivariant, wenn gilt:

x Ly
fr-x)=7-f(z) firaler€Gundar € X.  m(-) lﬂ.H
f
X —Y

Beispiel 2.16. Die Identitit idy: (X, ) = (X, ) ist dquivariant. Auflerdem sind dquivari-
ante Abbildungen unter Komposition abgeschlossen.

Das kommutierende Quadrat zu Aquivarianz sieht nicht nur aus wie Natdrlichkeit (siche
Abschnitt 3.4 spiter), sondern erzwingt ein gewisses Mafl an Natiirlichkeit (im informellen
Sinne) in der Definition dquivarianter Abbildungen:

Beispiel 2.17. Betrachte G := &¢(A) und die Gruppenoperationen auf A und A (aus
Beispiel 2.9). Die folgenden Abbildungen sind dquivariant:

(a) pri: A> = A, pri(a,0) = a (die Projektion).
(b) pry: A> = A, pry(a,b) = b.
() ArA - A%, Aa) = (a,a) (die Diagonale).
(d) n: A = P(A), n(a) = {a}.
Lemma 2.18. Wenn A mindestens drei Elemente hat, dann

(a) istid 5 die einzige dquivariante Abbildung A — A,
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(b) ist A die einzige dquivariante Abbildung A — A%

Beweis.

1. Sei f:A — A iquivariant. Wir zeigen f = id4 per Extensionalitit und per Wi-

derspruch: sei @ € A mit f(a) # a. Da A mindestens drei Elemente hat, gibt es
be A\ {a, f(a)} und damit:

ag{f(a)b}

b=(f(a) b)-f(a)=f((f(a) b)-a) fla) #0

2. Sei frtA — A dquivariant und @ € A. Da pryof: A — A iquivariant ist, gilt
pri(f(a)) = id(a) = a wegen Lemma 2.18.(a). Da analog pry o f: A — A idquivari-
ant ist, gilt pry(f(a)) = id(a) = a. Also folgt f(a) = (a,a) = A(a). N

Um zu zeigen, dass auch die beiden Projektionen die einzigen Abbildungen A” — A sind,
ist es hilfreich zu untersuchen, wie sich Orbits mit Aquivarianz vertrigt. Jede dquivariante

Abbildung f: (X, ) = (Y, ) erhilt Orbits, denn fiir alle z € X gilt:

orb(f(z)) = {m- f(z) |7 € G} = {f(x-z) | 7 € G}
= {f(y) |y € orb(x)} = florb(x)]

Auferdem sind dquivariante Abbildungen bereits durch ihr Verhalten auf einem Element

(2.1)

pro Orbit eindeutig festgelegt:
Lemma 2.19. Aguivariante Abbildungen f, g: (X, ) — (Y, *) sind genau dann gleich (f = g),
wenn es pro Orbit O € X von X ein x € O gibt mit f(x) = g(z).

Beweis. Nachdem Orbits nicht leer sind, ist die Richtung ,genau dann® trivial. Betrachte
z € X fir die umgekehrte Richtung. Per Annahme gibt es ein © € orb(z) mit f(z) =
g(x), also = 7 « 2 fiir ein 7 € G und damit:

R =f@ ey =7 f@) =7 gla) = g(x - w) = g(2). 0

Lemma 2.20. Wenn A mindestens vier Elemente hat, dann sind pry und pr, die einzigen dqui-
varianten Abbildungen A? - A

Beweis. Sei f: AP 5 A dquivariant. Da A? zwei Orbits hat, gentigt es nach Lemma 2.19, je
ein Element pro Orbit zu betrachten:

* (a,a) € A®: Hier ist zwingend f(a,a) = a, da f o At A —» A dquivariant ist und
daher zwingend f o A = id4 (Lemma 2.18.(a)) und f(a,a) = pry(a,a) = pry(a, a).

¢ (a,b) € A* mit a # b:
— Wenn f(a,b) = a, soist f(a,b) = pry(a,b) und damit f = pr;.
— Wenn f(a,b) = b, soist f(a,b) = pry(a,bd) und damit f = pr,.

— Fir f(a,b) ¢ {a,b} leiten wir einen Widerspruch her: Fiir ¢ := f(a, ) existiert
d € A\ {a,b,c} weil A mindestens vier Elemente hat.

d#c=f(a,b) = f((c d)-(a,b)) =(c d)- f(a,b) =(c d)-c=d. O

11



Lemma 2.21. Sei P := {{a,b} | a,b € A, a # b} die Menge der ungeordneten Paare. Wenn
es eine dquivariante Abbildung X — A gibt, dann ist | A| € {0,1, 3}.

Beweis. Sei f: X — A dquivariant. Angenommen, A hat mehr als nur ein Element: @ # b,

dann gilt fiir ¢ := f({a, b}):

(ad) - c=(ab)- f({a,b}) = f((ab) - {a,b}) = f({a,b}) = c.

Das ist nur moglich, wenn a # ¢ # b, also wenn A mindestens drei Elemente hat. Dass
A mehr als drei Elemente hat, ist hingegen nicht méglich, denn die Existenz eines vierten

d € A\ {a,b,c} fihrt zum Widerspruch

d=(cd)-c=f((cd)-{a,b}) = f({a,b}) = ¢ O

Bemerkung 2.22. Fiir Michtigkeiten 0, 1 und 3 gibt es in der Tat dquivariante Abbildun-
gen:

* Fiir A= @ und |A| = 1 ist P schlicht leer.

* Fiir |A| = 3 schicke f: P — A jede zweiclementige Menge S € A, |S| = 2 auf das
einzige Element f(S) € A mit f(S) ¢ S.

Definition 2.23. Fiir Gruppenoperationen (X, +) und (Y, -) trigt die Menge aller Abbil-

dungen X — Y, geschrieben Y™, eine kanonische Gruppenoperation (Y™, %)

y* o= {f: X = Y | f beliebige Abbildung} Txf = (z - f(a - z))

Uberraschenderweise enthilt Y- alle Abbildungen, und nicht nur die dquivarianten:

Lemma 2.24 (Ubungsaufgabe). Eine Abbildung | € (YX, *) ist genau dann dquivariant,
wennorb(f) = {f}.

Beispiel 2.25. Betrachtet man n € N als Menge n = {0,...,n — 1} mit diskreter Grup-
penoperation, so ist

J

\(X’ ) X ' X (X’ ) = (X’ )n

n-viele
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3 Kategorientheorie

Im folgenden werden einige Konzepte aus der Kategorientheorie erklirt, anhand derer sich
Unterschiede und Gemeinsamkeiten zwischen Mengen, G-Sets und nominalen Mengen auf-
zeigen lassen. In der Definition von Kategorie ist eines der Daten (im Allgemeinen) keine
Menge, sondern eine Klasse, deshalb kommt hier ein kleiner Exkurs zum Thema Mengen-

lehre:

3.1 Axiomatische Mengenlehre

Mengenlehre ist lediglich eine Theorie zu Pridikatenlogik (erster Stufe; FOL) zur Signatur
bestehend (neben Gleichheit =) aus nur einem zweistelligen Pridikat:

€

Alle Axiome und alle bewiesenen Sitze sind also strenggenommen einfach nur pridikaten-
logische Formeln tiber genau dieser Signatur. Die heutzutage ibliche Axiomatisierung von
Ernst Zermelo und Abraham Frankel (ZF bzw. ZFC = ZF + Auswahlaxiom) besteht aus 8
Axiomen. Davon sind zwei eigentlich Axiom-Schemata (Axiome, die parametrisch in einer
FO-Formel sind). Das Extensionalitits-Axiom besagt, dass zwei Mengen genau dann gleich
sind, wenn sie die gleichen Elemente haben:

Ve Vy.x=y < Ve.e€x < eey.

Die meisten anderen Axiome beschreiben, wie man neue Mengen bauen kann und verwen-
den dabei implizit Extensionalitit, indem sie lediglich spezifizieren, welche Elemente die neu
gebauten Mengen haben. Beispielsweise ist das Axiom der (ungeordneten) Paarmenge (engl.:
pairing):

Va,b.dp(x €p e (x=aVx=0>))

Fiir den Zeugen von p schreibt man tiblicherweise {a, b}. Das Axiom der Existenz von Po-
tenzmengen ist die Formel:

Vz.dp.Vs.(s €p > Vee€s - e €x)

Fiir den Zeugen von p schreibt man P(x). Eines der Axiom-Schemata ist die Mengen-
Komprebension (oder Aussonderung), das besagt, dass wann immer man eine Menge x gege-
ben hat, dann gibt es auch eine Teilmenge y S z, die ein gewiinschtes Pridikat ¢ erfiillen:

V. dy. Ve.eey o e€x A p(e) fiir beliebige FO-Formel ¢.

Fiir y schreibt man tblicherweise:

{eex|ple)}

Hierbei schreiben wir ¢(€), um anzudeuten, dass ¢ von e abhingt und dass wir statt e auch
mal andere Variablennamen verwenden werden.

Bemerkung 3.1 (Mengen vs. Klassen). Alles im Modell der Mengentheorie ist eine Men-
ge; deshalb bezeichnen alle Variablen 7mmer Mengen (z. B. x, p, s, e im Axiom oben). Im
Umbkehrschluss bedeutet das: es ist nicht méglich, in ZF(C) explizit tiber (echte) Klassen zu
quantifizieren. Stattdessen verstechen wir Klassen ¢ einfach als Formel mit einem Parameter
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¢(x), die angibt, welche Mengen in der Klasse enthalten sind. Also e € ¢ genau dann,
wenn ¢(e) gilt, und man schreibt

{e ] w(e)}
fir die entsprechende Klasse. Beispiele:

(a) Die Klasse aller Mengen (also obj Set spiter) ist geben durch ¢(x) := T.

(b) Die Klasse aller Paare von Mengen: ¢(x) := 3¢.3r.x = (¢, r). Hier ist (¢, r) nur die
{ibliche Notation fiir (¢,r) := {{5}, {¢, 7’}} (vgl. [7, ,Pairing“]).

(c) Fiir jede Menge s erhilt man auch eine Klasse () := (z = s).

(d) Die Klasse aller Gruppenoperation zu G

e(z) == IAX.Im. 2=(X,m) A me(GXX = X) A -

(e) Die Klasse aller Mengen aus hochstens zwei Elementen:

o(x) = Ja,b.Ve.e€x — e=aVve=b

(f) Die Klasse aller natiirlichen Zahlen:

o(x) := €N

(g) Die Klasse aller endlichen Mengen:

o(x) = An,R.n €N A R€ (x » n)

3.2 Kategorien

Definition 3.2. Eine Kategorie C enthilt die folgenden Daten:

(a) Eine Klasse objC, genannt Objekte von C. Wir schreiben vereinfacht X € C statt
X € objC.

Eine Kategorie C heift klein, wenn objC eine Menge ist.

(b) Fiir je zwei Objekte X,Y" € objC eine Menge C(X,Y"), genannt Hom-Menge. Die
Elemente von C(X,Y") heiflen Morphismen (oder auch Pfeile)

(c) Fiir jedes Objekt X € objC ein Element idx € C(X, X), genannt Identitit auf X.
(d) Fur Objekte X, Y, Z € objC eine Komposition:

o: C(Y,Z)xC(X,Y) — C(X, 2)

... und hat folgende Eigenschaften:
(e) Furalle X,Y € objC und f € C(X,Y) gilt:

idyof=jf=foidy
(f) Komposition ist assoziativ: Fiir alle W, X, Y, Z € objC, f € C(W,X), g € C(X,Y)
und h € C(Y, Z) gilt:
(hog)of=ho(gof)
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X ! X' ! X" inC

Y < y' J y" in D
(X, v) L2 (x' vy L (X" y"y inCxD

| (' 9)0(£,9) = (f'of.g'09) )

Abbildung 3: Komposition in der Produktkategorie C X D

Notation 3.3. In der Regel schreiben wir « statt o. Wenn C aus dem Kontext hervorgeht,
schreiben wir

f: XY statt fecC(X,Y)

Beispiel 3.4. Beispicle fiir Kategorien:

(a) Set: obj Set ist die Klasse der Mengen (also die grofite Klasse). Und Set(X,Y") ist die
Menge der Abbildungen X — Y. Komposition ist die iibliche Funktionskompositi-
on, mit der Identititsabbildung als neutrales Element.

(b) Jede Gruppe G ist gleichzeitig eine Kategorie bestehend aus:
* obj = {e} - cine beliebige einclementige Menge

* hom(e,e) = G - die (Endo-)Hom-Menge auf dem einzigen Objekt ® enthilt
genau die Gruppenelemente

* id, = e - die Identitit auf dem einzigen Objekt e ist das neutrale Element von

G

(c) G-Set: obj G-Set enthilt Tupel (X -) bestehend aus einer Menge X und einer Grup-
penoperation - von G auf X. Die Hom-Menge G-Set((X, ), (Y,-)) ist die Menge
der dquivarianten Abbildungen (X, ) — (Y, ). Komposition und neutrales Element
sind Funktionskomposition und Identitit (vgl. Beispiel 2.16).

Beispiel 3.5. Konstruierte Kategorien:
(a) Fiir jede Kategorie C ist die duale Kategorie C*® gegeben durch
* objC™ :=objC
¢ CP(X,Y):=C(Y,X)

* Identitit und Komposition sind wie in C: idx in C ist identisch zu idy in C.

Fir f € C*(X,Y), g € C°P(Y, Z) ist g o f in C°® gegeben durch f o g in C.
Fir Kategorien C un ist die Produktkategorie C X egeben durch:
(b) g C und D ist d duktkategorie C X D gegeben durch
* obj(C x D) :={(X,Y) | X €C,Y € D} (Wenn objC durch ¢¢ und objD
durch ¢p beschrieben werden, dann ist die Klasse obj(C X D) durch die Formel
o(t) = 3z, y.t = {{z}, {z,y}} A pc(z) A ©p(y) beschrieben)
* (CxD)((X,Y),(X,Y)):=C(X,X") x D(Y,Y")
* id(xy) := (idx,idy)
* (f.9) o (f.9) = (f"o f.g og) (siche Abbildung 3)

Duale Kategorien und Produktkategorien geben fur sich alleine eher selten Einsichten, son-
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dern werden eher dafiir genutzt, unterschiedliche Kategorien miteinander in Bezichung zu
setzen:

3.3 Funktoren
Die strukturerhaltenden Abbildungen zwischen Kategorien sind Funktoren:

Definition 3.6. Ein Funktor F':C — D enthilt die Daten:
(a) Einer Klassenfunktion objC — obj D, die jedes Objekt X € C auf ein Objekt F'.X €
D abbildet.

(b) Fiir Objekte X,Y € C eine Funktion C(X,Y) = D(FX, FY'), iiblicherweise auch
mit /' bezeichnet:

(f:X->YinC) w (Ff:FX—FY inD)

... und hat folgende Eigenschaften:
(c) Fidx = idpy fir alle X € C.
(d) F(go f)=Fgo Ff firalle f: X ->Y und g:Y - Z in C.

Beispiel 3.7.  (a) Der Vergissfunktor U: G-Set — Set schickt jede Gruppenoperation
(X, +) auf ihre unterliegende Menge X und vergisst die Aquivarianz der Morphis-
men:

UX,)=X U(f)=f€5et(X,Y)

(X, )= (Y,

(b) Fiir jedes (Y, ) € G-Set erhalten wir einen Funktor
(Y,-) x (—): G-Set - G-Set (Y, ) x (X,):=(X xY,-)
mit der Komponentenweisen Gruppenaktion
7 (y,x)i=(m-y,m-x)

(c) Das kartesische Produkt X ist funktoriell, also ein Funktor von der Produktkategorie
nach Set:
‘X’: Set X Set — Set ‘X’(A,B)=AXB

Abbildungen werden komponentenweise angewandt:

)((f.9): (A, B) - (C,D)) = ((a,0) = (f(a), f(b)))

% J

€ (AxB—-CxD)

(d) Fiir jede Kategorie C gibt es einen Identititsfunktor 1dc:C — C mit Ide(X) = X
und Ido(f: X - Y) = f.

(e) Firr jedes Objekt X € C ist C(X,—):C — Set ein Funktor, genannt (kovarianter)
Hom-Funktor. Der Hom-Funktor schickt ein Objekt Y € C auf das Objekt C(X,Y") €
Set und jeden Morphismus f:Y — Z in C auf die Abbildung

C(X.f): C(X)Y)-C(X,Z) grgof
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Theorem 3.8. Wenn man eine Gruppe G als Kategorie betrachtet, dann sind die Gruppenope-
rationen (also G-Sets) genau die Funktoren G — Set.

Beweis. Die Daten eines Funktors F': G — Set sind in 1:1-Korrespondenz zu den Daten
einer Gruppenoperation (X, +):

1. Da die Kategorie G nur ein Objekt ® hat, entspricht die Wahl F'(®) € obj Set genau
der Wahl einer Trigermenge X. (Im Folgenden: X = F'(e))

2. Die Abbildung
homG(.7 .) - homSet(Xu X)
=G

eines solchen Funktors entspricht genau einer Abbildung
Gx X - X.
In die eine Richtung setzt man

g-zi=F(g:e - e)(x)
R —
Fe—Fe

und in die andere entsprechend Fg := (z = g - z).

3. Die (einzige) Identitit id,: ® — e, also das neutrale Element der Gruppe id, € G
erhilt (F'id, = idy) ist dquivalent dazu, dass id, - = x fir alle z € X.

4. Dass der Funktor die Komposition von Morphismen erhilt, also F'(g-h) = Fgo Fh,
ist 4quivalent zum Axiom der Gruppenoperation (g-h)-x = g-(h-x) furalle z € X:

F(g-h) = Fgo Fh
= F(g-h)(x) = Fg(Fh(x)) firalex e X
= (g-h)-x=g-(h-x) firallexe X O

Definition 3.9. Zwei Kategorien C und D heifSen isomorph, C = D, wenn es Funktoren
F:C—>Dund G:D — C gibt mit G o F' =1d¢ und F' o G = Idp.

3.4 Natiirliche Transformationen

Die strukturerhaltenden Abbildungen zwischen Funktoren sind natiirliche Transformatio-
nen:

Definition 3.10. Fiir Funktoren I, G: C — D besteht eine natiirliche Transformation o: F' —
G aus cine (obj C-indizierten) Familie von D-Morphismen

ax: FX - GX in D tiir jedes X € objC

sodass fiir jeden Morphismus h: X — Y in C das folgende Diagramm in D kommutiert:

FX 22, GX
Fhl lGh (in D)
FY 25 QY
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Beispiel 3.11. Auf Set (und G-Set) ist das Produkt einer Menge mit sich selbst ein Funktor
Q:Set X Set — Set (auch genannt Quadratfunktor): Q(X) = X X X und Q(f) =
f X f fir Abbildungen f: X — X " Die Projektionen und die Diagonale sind natiirliche

Transformationen:

A: Id—Set - Q pry, pra: Q - Id'Set'

Definition 3.12. Die Funktorkategorie [C, D] (fiir Kategorien C, D, wobei C klein) enthilt:
(a) Die Objekte obj[C, D] sind die Funktoren C — D.

(b) Die Morphismen [C, D](F, G) (zwischen Funktoren F, G:C — D) sind die natiirli-
chen Transformationen a: F' — G.

Theorem 3.13 (Ubungsaufgabe). Die Kategorien G-Set und [ G, Set] sind isomorph.
Daraus ergibt sich:

Beispiel 3.14. Die dquivarianten Abbildungen (X, ) — (Y ) zwischen G-Sets (X, +) und
(Y, ) entsprechen genau den natiirlichen Transformationen (X, -) = (Y, ) zwischen den
Funktoren (X, -), (Y,-): G — Set.

4 Nominale Mengen

Annahme 4.1. Von nun an sei eine unendliche Menge A (tiblicherweise abzihlbar) gegeben,
die wir als Atome bezeichnen. Wenn nicht anders vermerkt, betrachten wir Gruppenopera-
tionen zur Gruppe G := &¢(A) der endlichen Permutationen.

4.1 Support

Definition 4.2. Sei X eine Menge mit Gruppenoperation. Eine Menge S € A ist ein Sup-
port eines Elements € X, wenn fiir alle 7 € S¢(A) gilt:

m(a) =a fiirallea €S == Ter =1

Da wir die linke Seite der Implikation hiufiger brauchen, definieren wir die Abkiirzung:
Fix: PA - P(S(A)) Fix(S) = {m € &¢(A) | 7(a) = a fiir alle a € S}.

Somit ist S ein Support von z, wenn 7 - x = x fiir alle 7 € Fix(5).

Definition 4.3. Eine Gruppenoperation (X, ) heiflt nominal, wenn jedes Element einen
endlichen Support hat.

Definition 4.4. Die Kategorie der nominalen Mengen (Nom) ist die volle Unterkategorie
von G¢(A)-Set, erzeugt durch die nominalen Gruppenoperationen.

Explizit ausgeschrieben bedeutet das:

* obj Nom enthilt genau die Gruppenoperationen (X, ), in der jedes x € X einen
endlichen Support hat.

* Nom((X,-),(Y,+)) ist die Menge der dquivarianten Abbildungen (X,-) — (Y, ).
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Beispiel 4.5. Die Menge (A, +) ist nominal, denn fiir @ € A ist {a} ein endlicher Support:
fiir alle 7 € Fix({a}) gilt 7 - @ = a. Es ist auch jede Obermenge von {a} ein Support von
a, da Fix antiton ist:

ScT = Fix(S)2Fix(T) fiiralleS,T € PA

Insbesondere ist die gesamte Menge A stets ein Support eines jeden Elements © € X einer
Gruppenoperation auf X.

Beispiel 4.6. Fir (A”.-) hat (a,b) € A® die Menge {a, b} (und jede ihrer Obermengen)
als Support: fiir alle 7 € Fix({a, b}) gilt sowohl 7 - @ = @ als auch 7 - b = b und damit

7+ (a,b) = (7-a,7-b) =(a,b).

Nicht alle Gruppenoperationen sind nominal: in der Menge der Streams A” (fiir w := N)
mit der punktweisen Operation hat ein Stream genau dann einen endlichen Support, wenn
in ihm (genauer: seinem Bild) nur endlich viele verschiedene Atome vorkommen.

Notation 4.7. Das Bild einer Abbildung f: X — Y wird mit Im(f) bezeichnet:

Im(f)={yeY |3Ize X:y=f(z)}
Lemma 4.8. f € A” hat genau dann einen endlichen Support, wenn Im( f) endlich ist.

Beweis. Wenn Im(f) endlich ist, dann ist Im(f) ein Support von f, denn fiir alle 7 €
Fix(Im(f)) gilt:

wof=me (ke f(B) = (koo f0)TEY (ke f() = £,

Wenn Im(f) S A unendlich ist, dann kann es keinen endlichen Support S € A von f
geben: Gibe es einen solchen, dann ist Im(f) \ S unendlich und insbesondere nichtleer.
Sei also k € N mit f(k) ¢ Sundseibe A\ (SU{f(k)}). Dannist (f(k) b) € Fix(S)

und damit
f=0f(k) b)-f

und weiter

f(k) = ((f(k) ) - [)(k) = (f(k) b)- f(k) =0b# f(k) 0

Wenn ein Element € (X, ) (irgend)einen endlichen Support, dann lisst sich daraus ein
kleinster endlicher Support konstruieren, indem man mégliche endliche Supports miteinan-
der schneidet, denn endliche Supports sind unter Schnitt abgeschlossen:

Lemma 4.9. Wenn S,T" S A endliche Supports von x € X sind, dann ist auch S 0T ein
Support von .

Die Beweisidee ist: wir werden ein gegebenes 7 € Fix(.S' N'T") so mit einer weiteren Permu-
tation o € Fix(T") konjugieren, dass die Komposition in Fix(.S) liegt:
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Beweis. Sei m € Fix(S N T). Da 7 eine endliche Permutation ist, ist supp(7) (wie explizit
in Beispiel 2.2 definiert) eine endliche Menge. Da A unendlich ist, gibt es eine injektive
Abbildung:

S\T —=—— A\ (supp(r) U SUT)
Diese erweitern wir auf A:

m(a) fallsae S\T
oA — A ola) =4b falls a € Im(m) und m(b) = a

a sonst.

Da S \ T und Im(m) disjunkt sind und da m injektiv ist, ist ¢ wohldefiniert. Aus der
Injektivitit von m folgt aulerdem die Bijektivitit von o; und das Inverse ist sogar o selbst:
o-0 =idy. Da S\ T endlich ist, hat o endlichen Support, also 0 € S¢(A). Die Definition
von o wurde so gewihlt, dass gilt:

1. 0 €Fix(T):Seia € T,soista ¢ S\ T und a ¢ Im(m), also o(a) = a.
2. omo € Fix(S): Sei a € S. Fallunterscheidung, ob a auch in T ist:

* Falls a € T und damit a € S N T, so ist direkt 0(a) = a und
rEFix(SNT)

om0 =0°*"T*Q

* Falls a ¢ T, so ist 0(a) = m(a) ¢ supp(w) und damit 7(o(a)) = o. Schlief-
lich:

oc-mroa=0c-ca=id-a=a
Damit kénnen wir jetzt 7 - x = x verifizieren:

o € Fix(T) & T ist Support von x = oc-r =
o-m-0 €Fix(S) & SistSupportvonz = o-m-0-x =2

ML =0+0T*0*0C*L=0+0*T*0CT=0+T=2CT
Also ist S N T ein Support von . O]

Definition 4.10. Fiir eine nominale Menge (X, -) sei suppy: X — P;(A) definiert durch:

suppy () = ﬂ {S € P¢(A) | S ist Support von z}
= {a € A | fiir alle endlichen Supports S von x gilt a € S}

Wenn X aus dem Kontext klar ist, schreiben wir supp statt suppy. Die Menge suppy(x) S
A ist stets endlich, da der Schnitt nie leer ist, da jedes € X (mindestens) einen endlichen
Support hat.

Ublicherweise heiflt suppy () schlicht der Support von x:

Theorem 4.11. [n nominalen Mengen X ist suppx () der kleinste endliche Support von x.
Beweis. Es sind zwei Eigenschaften zu tiberpriifen:
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1. supp(x) ist ein endlicher Support von x: Da (X, -) nominal ist, hat x einen endli-
chen Support T' € P¢(A). Damit vereinfacht sich der Schnitt in der Definition von

supp(z) zu:
suppx(z) = ﬂ {SeP(A)|ScT,S ist Support von x}

Da T endlich ist, gibt es nur endlich viele Teilmengen S € T, die Support von z sind.
Nach Lemma 4.9 ist deren Schnitt supp(z) € Pr(A) ebenfalls ein Support von .

2. supp(z) ist Teilmenge eines jeden endlichen Support von z: Das folgt direkt aus der
Definition von supp(z) als Schnitt. O
Aquivariante Abbildungen erhalten Supports:

Lemma 4.12. Sei f:(X,-) = (Y, ) eine dquivariante Abbildung zwischen Gruppenoperatio-
nen. Wenn S S A ein Support von x € X ist, dann ist S auch ein Support von f(x).

Beweis. Sei x € X und S € A ein Support von x € X. Dann folgt fiir alle 7 € Fix(.S),
dass 7 - = x und damit auch:

me flz) = f(m-2) = f(z) O

Korollar 4.13. Wenn f:(X,-) = (Y, ) eine dquivariante Abbildung zwischen nominalen
Mengen ist, dann gilt suppy- (f(x)) S suppx () fiiralle v € X.

(X,) ! (v,-)
m 2 Ay
(Pe(A), -)

Umgekehrt heiflen Atome a € A \ supp(x) aulerhalb des Supports von x frisch fiir x:
Definition 4.14. Ein Element x € (X, +) heifit frisch fir y € (Y, +), notiert = # y, wenn

suppy (z) N suppy (y) = @.

Aquivariante Abbildungen erhalten ebenso Frische:

Korollar 4.15. Fiir dquivariante Abbildungen f: (X, ) = (Y, ) zwischen nominalen Men-
genundallea € A, x € X gilt: wenn a § x, dann auch a § f(x).

Beweis. Nach Korollar 4.13: {a} nsupp(f(z)) € {a} N (supp(x)) e o o

Beispiel 4.16. Werfen wir erneut einen Blick auf Lemma 2.18 (a) und (b):

(a) idy ist die einzige dquivariante Abbildung A — A: Wenn f: A — A iquivariant ist,
dann folgt fiir a € A mittels supp(a) = {a} sofort supp(f(a)) € {a}. In der Tat ist
a = f(a) das einzige in A dessen Support eine Teilmenge von {a} ist.

(b) A ist die einzige Aquivalenz Abbildung A — A% Ganz analog gilt fiir ein dquivari-
antes f: A — A” und fiir a € A sofort supp(f(a)) € {a}. Wieder ist (a,a) € A®
das einzige Element, deren Support eine Teilmenge von {a} ist
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Wenn supp(x) die Atome enthilt, die irgendwo in x vorkommen, dann gilt fiir Tupel ¢ €
X X +++ X X,,, dass ein Atom genau dann in supp(t) enthalten ist, wenn es im Support
von einer der Komponenten von ¢ ist:

Lemma 4.17 (Ubungsaufgabe). Fiir nominale Mengen X, . .., X,, ist der Support in X; X
oo X X, beschrieben durch:

SUPP X, soe-xx,, (T15 - - - Tp) = SUppx, (1) U +++ U suppy, ().

Die Intuition besagt, dass supp(z) die Atome sind, die in einem Element # € X eingebaut
sind und dass 7 - = diese Atome gemifl m € G¢(A) umbenennt. Folglich gilt, dass 7 - = nur
davon abhingt, wie sich 7 auf supp(a) verhilt:

Lemma 4.18. Fiir nominale Mengen (X, ) und v € X gilt fiiralle w, 0 € S¢(A):
wenn w(a) = o(a) firallea € supp(zx), dannm-x =0

Beweis. Wenn 7(a) = o(a) fiir alle @ € supp(z), so folgt o' -7 € Fix(supp(z)). Da
supp(x) ein Support von z ist, folgt o' m-z=zunddamit -z =0 - 1. O

Wenn man die Atome in & gemifl 7 ersetzt, um 7 - & zu erhalten, dann sollten nach der
Intuition in 7 + = genau die Atome 7[supp(z)] vorkommen. Dafiir zeigen wir zuerst, dass
sich Supports ganz allgemein mit der Gruppenoperation vertragen:

Lemma 4.19. Wenn S S A ein Support von x in einer Gruppenoperation (X, +) ist, dann ist
7 S ein Support von T - .

Hier ist 7 - S := 7[.S] die punktweise Gruppenwirkung auf P(A) (Beispiel 2.13).
Beweis. Sei 0 € &¢(A) mit 0(a) = a firallea € -5 = 7[S]; also explizit (7 (b)) =
7(b) fiir alle b € S. Damit gilt (7' o-m)(b) =bfiralebin S. Da S ein Support von

x ist, folgt:
T 0 TT=2x — O T L=T-2X O]

Die Eigenschaft, dass die Menge der Atome in 7 + = genau w[supp(z)] ist, bedeutet, dass
supp eine dquivariante Abbildung ist:

Lemma 4.20. Fir alle nominalen Mengen X istsuppy: (X, +) = (Ps(A), ) dguivariant.

Beweis. Da die Gruppenoperation auf P;(A) punktweise definiert ist, miissen wir fiir alle

7 € G¢(A) tberpriifen, dass

supp(m - ) = m[supp(x)].

* Nach Lemma 4.19 ist 7 - supp(x) ein Support von 7 -  — und auflerdem natiirlich

endlich.

* Sei S € A ein endlicher Support von 7 + 2. Dann ist 771+ S ein endlicher Support

-1 . . ,
von m -7 -x = x. Also gilt notwendigerweise
-1

supp(z) € m -85,

das dquivalent zu 7 - supp(z) € S ist. [
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Es ist nicht schwer zu sehen, dass (PfA, -) auch eine nominale Menge ist; schliefilich ist
jedes M € PA ein endlicher Support von M selbst. Obendrein gilt, dass M tatsichlich
auch der kleinste endliche Support von M ist:

Lemma 4.21 (Ubungsaufgabe). Fiir alle M € PeX und (X, ) nominal ist | J . ,, supp(z)
der kleinste endliche Support von M.

Wir schreiben » fiir injektive Abbildungen:

Lemma 4.22 (Ubungsaufgabe). Fireine dquivariante Injektion f: (X, ) » (Y,-)istS € A
genau dann ein Support von x € X, wenn S ein Support von f(x) ist.

Insbesondere: ist (Y, ) nominal, so ist auch (X, -) nominal und supp = suppy © f.

(X,) ! (.-
o, O
(Pr(A), )

Definition 4.23. Fiir eine Familie von nominalen Mengen (Xj, +), ¢ € I, bezeichne
[ [Xi={in(z) |z € X i €I}
iel

die disjunkte Vereinigung der Mengen (auch: Koprodukt). Die Injektion wird mit in bezeich-
net. Fur I = 2 schreiben wir Xy + X;.

Da die Injektionen iny, injektiv und 4dquivariant sind, folgt aus Lemma 4.22:

Korollar 4.24. DerSupport auf der disjunkten Vereinigung von nominalen Mengen ist gegeben
durch:

supp(ing(x)) = suppy, ()  firallein,(z) € UXi

1€l
Beweis. supp(x) ist ein endlicher Support von inj(z). Damit ist | [, ; X; nominal und
supp(ing,(z)) = suppy, (). 0
Die Implikation in der Definition von Support gilt im allgemeinen nicht in die umgekehrte
Richtung. Falls doch, spricht man von starkem Support:

Definition 4.25. Eine Menge S S A heiflt starker Support von x € X, wenn fiir alle
T € G¢(A) gilt:

7 € Fix(S) — Tex =1,
Eine nominale Menge ist szark, wenn alle ihre Elemente einen starken Support haben.

Intuitiv hat ein Element einer nominalen Menge dann einen starken Support, wenn die Ato-
me in einer festen Reihenfolge vorkommen.

Beispiel 4.26. Tupel (von Atomen) haben starken Support: {a, b} ist ein starker Support
von (a,b) € A® Mengen (von Atomen) haben keinen starken Support: fiir {a, b} € P;(A)
gilt zwar (a b) - {a,b} = {a,b}, jedoch (a b) ¢ Fix({a,b}).

Lemma 4.27. Jeder starke und endliche Support S € A eines Elements v € X einer Gruppen-
operation (X, +) ist notwendigerweise der kleinste endliche Support supp(x) = S.
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Beweis. Sei S € A ein starker und endlicher Support von x € X und sei M S A ein
weiterer endlicher Support von . Angenommen, es gibe ein a € S \ M, so wiirde fiir
frisches b € A\ S U M U {a} zum Widerspruch fiihren: (¢ b) € Fix(M), und da M ein
Support von x ist:

(a b) - x=x

und da S ein starker Support von x ist:
(a 1) € Fix(S),
ein Widerspruch zu a € S. []

Mittels der Gruppenoperation konnten wir bisher also schon rekonstruieren, welche Ato-
me in Elementen einer Gruppenoperation vorkommen und ob diese eine fixe Reihenfolge

haben.

4.2 Beispiel der A\-Terme

Bisher ist der Support eine Ansammlung an allen Atomen, die irgendwo verschachtelt in-
nerhalb der Struktur vorkommen. Wenn die Strukturen Operationen zur Variablenbindung
erlauben, wie z. B. im A-Kalkiil, dann ist es erstrebenswert, wenn diese nicht im Support
vorkommen. Die Identititsfunktion

AU. v

im A-Kalkil hat keine freien Variablen. Im Folgenden untersuchen wir, wie sich eine Grup-
penoperation auf A\-Termen definieren lisst, sodass supp genau die fresen Variablen bezeich-
net, also z. B. supp(v) = {v} aber supp(\v. v) = @.

Definition 4.28. Die Menge der \-Terme (oder \-Ausdruck) ist die kleinste Menge A, die
unter den folgenden Operationen abgeschlossen ist:

(a) Variable: v fur v € A
(b) Abstraktion: \v.t firv € Aundt € A
(c) Anwendung: tp (oder explizit: tQp) fir t,p € A

Die Menge A hat eine kanonische Gruppenoperation, die fir v € A und ¢,p € A rekursiv
definiert ist:

mev=m(v) 7 (M.t) =An(v). -t - (tQp) = (7w -t)Q(m-p)  (4.1)

Bemerkung 4.29. A ist der Triger der initialen F-Algebra fiir den Funktor

FX=A+AXxX+XxX.

Definition 4.30. Wir betrachten folgende Funktionen A — P¢(A):

vars: A — P;(A) fvi A - Pe(A)
vars(a) = {a} fv(a) = {a} fiir a € A
vars(A\v.t) = {v} U vars(t) fv(lv.t) = fu(t) \ {v} firve Ajte A

vars(t@Qp) = vars(t) Uvars(p)  fv(t@p) = fv(t) U fv(p) firt,p € A
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Lemma 4.31. (A, -) ist eine nominale Menge mit supp, = vars.

Bewess. Nutzt man A = A+AXA+AXA, so ergibt sich aus Lemma 4.17 und Korollar 4.24
genau vars als rekursive Definition von supp:

supp: A = P;(A)

supp(a) = {a} fiira € A
supp(Av.t) = {v} U supp(t) firve At eA
supp(t@p) = supp(t) U supp(p) firt,p e A ]

Auf A lisst sich a-Aquivalenz explizit als Relation =, definieren, die durch die folgenden
Regeln erzeugt wird:

tl =a tQ a ¢ SUpp(Ubtlavzth)
P1 =a P2 (v a) -ty =4 (Vg a) -ty
=4 tl@pl =a tQ@pQ AUl.tl =a A'UQ.tQ

Lemma 4.32. Die Menge =, S A X A ist dquivariant.
Beweis. Per Induktion tiber die Hohe der Terme. ]
Lemma 4.33. =, ist cine Aquivalenzrelation auf A.

Beweis. Per Induktion tiber die Hohe der Terme. Reflexivitit und Symmetrie ergeben sich
direkt aus der Definition. Fiir Transitivitit: Betrachte Av;.ty =, Ava.to =, Avs.t5 also gibt
esa ¢ SUPP(Ul7t1>U27t2) und a ¢ SUPP(U277527U37753) mit

(1 @)ty =4 (v a)-tyund (vy @)ty =4 (v @)ty

Sei b frisch fur a, a’, vy, vs,t1,t5. Da =, dquivariant ist und da ¢, ¢5 und ¢3 eine uniforme
Hohe haben, die geringer ist als die von Avy.t;, Avy.ts und Avs.ts, kénnen wir schlieffen:

(vy b)<t;= (a b)-(v; a)-t; (Lemma 4.18)

=a (@ ) (vy a) -ty (=, iquivariant)

= (al b) - (vy al) 1y (Lemma 4.18)

=, (a' b) - (vg d) - tg (=4 dquivariant)

= (v3 b)-t3 (Lemma 4.18)

und damit folgt per induktiver Regel Avy.t; =, Avs.ts. l

Definition 4.34. Die Menge der A-Terme modulo a-Aquivalenz wird mit A /=, bezeichnet
und deren Elemente mit [¢], € A/=, (fiir t € A).

Ganz allgemein lassen sich nominale Mengen durch 4quivariante Aquivalenzrelationen quo-
tientieren:
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Definition 4.35. Eine Teilmenge S S (X, ) (einer Gruppenoperation) heiflt dguivariant
wenn fiir alle z € S und 7 € G¢(A) auch 7 - x in S enthalten ist.

Wenn eine Relation R € X X X iquivariant und obendrein eine Aquivalenzrelation ist,
dann erbt der Quotient X /R die Gruppenoperation:

me[z]gi=[m- 2]l
Lemma 4.36. Die Gruppenoperation auf X | R in Definition 4.35 ist wobldefiniert.

Beweis. Die Axiome fiir Gruppenoperationen sind leicht nachzurechnen. Fiir die Wohldefi-
niertheit der Definition von 7 - [x]x sei [z]r = [y]g, also (2,y) € R. Per Aquivarianz
von R folgt (7 -z, 7 - y) € R und damit

[m-a]r =17 ylr O

Lemma 4.37 (Ubungsaufgabe). Fiir eine dquivariante Aquivalenzrelation R € X X X auf
einer nominalen Menge (X, +) ist (X | R, +) nominal und hat den Support:

SUPPX/R([$]R): ﬂ suppx (v)

yelz]r

Da =, dquivariant ist, erbt A/=, die Gruppenoperation von A:
me[tla = [m - tla

Da A eine nominale Menge ist, ist A/=, ebenso nominal mit supp([t],) S supp,(t).
Theorem 4.38. Alle[t], € A[=, haben den starken Support supp(t) = fv(t).
Beweis. Wir zeigen per Induktion iiber ¢, dass fiir alle 7 € G¢(A) gilt:

7 € Fix(fv(t)) = Tet=,t

* Fiirt =a € Aist fv(a) = {a} und in der Tat:
7 € Fix({a}) = Tea=a

* Fiirt = sQpist fv(a) = fv(s)Ufv(p) und Fix(fv(s@Qp)) = Fix(fv(s)) nFix(fv(p)),

wodurch:

{ﬂEFix(fv(s))}IH {W~s=s}
7 € Fix(fv(s@p)) & & — & < - sQp = sQp
7 € Fix(fv(p))

* Fir t = \v.s ist fv(Av.s) = fv(s) \ {v} mit der Induktionshypothese:
7 € Fix(fv(s)) = 8=, 5 Vr e G¢(A) (LH.)

(=) Wenn 7 € Fix(fv(s) \ {v}), so ist - Av.s =, Av.s zu zeigen. Hierfiir wihle
a € A frisch fiir s, 7+ s, v, m(v) und 7 (also 7(a) = a). Dann gilt:

(v a)-m- (v a) € Fix(fv(s))
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Per Induktionshypothese erhalten wir:
(va)-m-(v a)-s=,s
Damit gilt:'
(v a)-s=gm-(va)-s=(xw) 7(a)) 7-s=(x(v) a)-7-s
Somit ergibt die Regelanwendung (4.1) fiir =,
M.s =, Ar(v).(m+8) =7+ lv.s
(<) Sei umgekehrt 7 - Av.s =, Av.s, woraus wir m1 € Fix(fv(s) \ {v}) zeigen

miissen. Die Annahme der einzigen passenden =,-Regel ergibt ein frisches a € A\
supp(v, m(v), s, 7 - ) mit

(v a)-s=,(m(v) a)-m-s, (4.2)
Da =, dquivariant ist, konnen wir die Permutationen nach rechts umschreiben:

s =0 (v a) - (2(0) @) 75,

I.
T =

und erhalten wir per Induktionshypothese:

i

m € Fix(fv(s)).
Fiir unser Ziel sei b € fv(s) \ {v}. Hierfiir schlieen wir:

Aus b€ fv(s)\ {v} folgt v+ b

Aus a ¢ supp(s) = fv(s) und b € fv(s) folgt a#b.

Aus a ¢ supp(m-s) =7 -fv(s) und b € fv(s) folgt a+ 7(b).
Dar = (m(v) a)- (v a)-n,wird b von 7 wie folgt geschickt:

™

i. ﬂ' (v ) (n(v) @) 1{@ falls b = 7(v)

7 eFix(fu(s)) be{v,a} b#a b sonst.

Falls b = 7(v) gelten wiirde, so wire 7(b) = a, ein Widerspruch. Damit ist nur
b # m(v) und damit 7(b) = b moglich. Deshalb gilt 7 € Fix(fv(s) \ {v}), wie
gewlinscht. [

Bemerkung 4.39 (Alternativ-Beweis von ,,&<=). In der Richtung ,= zuvor konnten wir a
wihlen, sodass 7(a) = a. In ,,&=* jedoch haben wir keine genauere Information tiber 7(a).

Als alternative Beweis-Strategie konnte man hier ein weiteres @ € A wihlen, dass nicht nur
fiir v, w(v), s, ™ - s sondern auch noch fiir 7 frisch ist und wiirde aus (4.2) erhalten:

(va)-s=(ad)-(wa)s=,(ad)- (7)a-7-s=(w) a)-m-s

A

Lemma 4.18 ,(42) und Aquivarianz‘ Lemma 4.18
a,a B s a,a s

"Fiir den zweiten Schritt siche die Nebenrechnung von Blatt 2, A3.
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Da 7(a') = d, kénnen wir umschreiben:
s=, (v a)-(r(v) gl)'w~s:(v a)em-(vad)os=(va) xrm)-s

w(a")

Per Induktionshypothese erhalten wir: 7 := (v a') * 7 € Fix(fv(s)). Fiir die Verifikation
von 7 € Fix(fv(s) \ {v}) betrachte b € fv(s) \ {v}. Es gilt b # a' und b # v, weshalb b

vonm = (v a)-7 - (v a) wie folgt geschickt wird.

™

'[ (v a) ! (v a) l
b b b b
b¢{v,a'} 7' €Fix(fv(s)) b¢{v,a'}

also gilt m € Fix(fv(s) \ {v}), wie gewiinscht. [

4.3 Bindungsfunktor

Der Aspekt der Variablen-Bindung lisst sich auch durch einen separaten Funktor beschrei-
ben, den man dann modular einsetzen kann. Dadurch lisst sich Variablen-Bindung nicht
nur in anderen syntaktischen Konstrukten verwenden, sondern man trennt auch den induk-
tiven/rekursiven Aspekt von Bindung. Fiir die konkret betrachtete Aquivalenz =, mussten
wir alle Eigenschaften (Transitivitit, Aquivarianz, Support) aufwindig per strukureller In-
duktion beweisen.

Stattdessen lisst sich dank der nominalen Struktur die Relation a-Aquivalenz auch auf all-
gemeinen nominalen Mengen definieren.

Definition 4.40. Die Relation ~, € (A X X) x (A X X)) fiir eine gegebene nominale
Menge (X, +) ist definiert durch:

a¢ SUPP(Ula Vg, T1, 952)

(/bel) ~a (U27$2) = €s glbt a € A mit (Ul CL) s Ty = (’U2 a) Ty

Proposition 4.41 (Ubungsaufgabe). ~,, ist cine dquivariante Aquivalenzrelation.

Notation 4.42. Fiir cine nominale Menge (X, +) schreiben wir [A]X fiir den Quotienten
(AX X)/ ~,, genannt Abstraktionsmenge. Die Aquivalenzklasse von (a,z) € A X X wird
mit (a)z bezeichnet.

Proposition 4.43. Fiiralle (a)r € [A]X ist supppaix ({a)x) = suppx(x) \ {a}.
Bewess. Nach Lemma 4.37 miissen wir lediglich

suppiax({a)z) = (| supp(b,y)
(bzy) ~o¢(a7x)

vereinfachen. Per Reflexivitit gilt supp({a)z) S supp(a,z) = {a} U supp(x). Fiir jedes
(b,y) ~o (a,z) gilt, dass es ¢ € A \ supp(a, b, z,y) gibt mit (a ¢) -z = (b ¢) -y, also

supp(b,y) = {b} Usupp(y) = {b} U (b ¢) - (a c) - supp(z) = {b} Usupp(z) \ {a}.
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Also erhalten wir

supp(z) \ {a} <€ supp(b,y) fiir alle (b, y) ~,, (a, ). (4.3)

Diese untere Schranke supp(z) \ {a} ist somit enthalten im Schnitt — der grofiten unteren
Schranke:

supp(z) \ {a} & supppayx ({a)z)
Fiir beliebig frisches b € A, b # (a, x), konnen wir y := (a b) - x wihlen und erhalten fiir
frisches c:

(be)ry=Mec)-(ab)-z=(ac)-x = (by)~,(az)
Lemma 4.18

Aus (4.3) folgt nun @ ¢ supp(b,y) und ferner a ¢ supp({b)y) = supp({a)x), also
supp({a)z) = supp(z) \ {a}. O

Proposition 4.44. [A] ist ein Funktor Nom — Nom und auf dguivarianten Abbildungen
definiert durch

[fX-Y e [Alf:[A]X = [A]Y [A](f)({a)z) = (a)(f(z))
Beweis. Es sind folgende Eigenschaften zu priifen:
1. [A]f ist wohldefiniert: Wenn (a)x = (b)x, so gibt es ein frisches ¢ mit
(@ c)-x=(bc)y

Da supp(f(z)) € supp(x) und supp(f(y)) S supp(y), so ist ¢ auch ausreichend
frisch fiir a, b, f(x), f(y) und auBerdem

(a c)- f(x) = f((a c)-2)=f((b c)-y)=(bc)- f(y)

Also (a)(f(z)) = (0)(f(y)).
2. [A] erhilt Identititen: Fiir f = idx erhalten wir [A](idx)({a)z) = (a)(idx(z)) =
(a)x, also [A](idx) = id[ax.

3. [A] erhilt Komposition: Fiir f: X = Y und ¢: Y — Z gilt

[A](g - [)(a)z) = (a)(g(f(2)))
[A](9)((a)(f(2))) = [Al(g)([AI(f)(a)(2))) O

Variablen-Bindung steht in einem engen Zusammenhang mit Frische:

Definition 4.45. Das frische Produkt X * Y zweier nominalen Mengen ist

X*Y ={(z,y) e X XY |z § y}

Proposition 4.46 (Ubungsaufgabe). Fir nominale Mengen X und Y gibt es eine bijektive
Korrespondenz zwischen dquivarianten Abbildungen der Form

X*A->Y und X - [A]Y

Diese Korrespondenz ist natiirlich in X und Y, genauer sind [A] und * adjungierte Funk-
toren:
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5 Adjunktionen

Adjunktionen sind eines der wichtigsten Konzepte der Kategorientheorie. Saunders Mac La-
ne [9, S. vii] prigte den Slogan:

»Adjoint functors arise everywhere!

5.1 Kategorielle Allgemeinheit

Definition 5.1. Zwei Funktoren F':C — D und G:D — C sind adjungiert (geschrieben
F = G), wenn es eine Bijektion

D(FC,D) =C(C,GD)
gibt, die natiirlich in C' € C und D € D ist. F' bzw. G heiflen dann links- bzw. rechtsad-
jungiert.

Notation 5.2. Wir notieren bijektive Korrespondenz zwischen Hom-Mengen dhnlich wie

Beweis-Regeln:
FC - DinD

C—->GDinC

natiirlich in C und D.

Sowohl D(F(-),—) als auch C(—, G(-)) sind Funktoren C*® X C — Set. Eine Adjunk-

tion zwischen /' und G besteht also aus einer Familie von Bijektionen

éc,D

D(FC, D) =2 ¢(C,GD)

tir jedes C' € C und D € D. Die Natiirlichkeit in C' und D bedeutet, dass fir f: C 'O
und g: D — D' das Quadrat

oc,D
D(FC,D) —=% ¢(C,GD)
D(Ffvg)l lC(ﬁGQ)
o) 1 pt
p(rc', D) ==5 ¢(C',GD")

in Set kommutiert.

Beispiel 5.3. Fur C = D = Set und eine fixe Menge A sind FX = X X Aund GX = x4
adjungiert, denn fiir alle Mengen X und Y gibt es eine bijektive Korrespondenz

XXA->Y
X Y4

Das bedeutet, dass es fiir alle Mengen X und Y eine Bijektion
dxy: Set(X X A,Y) — Set(X,Y")

gibt, die natiirlich in X und Y ist. Diese Abbildung ¢ ist als Currying bekannt und gb_l als
Uncurrying.

Es ist oft leichter, sich folgende konkretere Charakterisierung zu betrachten, die man auch
universelle Eigenschaft nennt:
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Lemma 5.4. Funktoren F und G sind genau dann adjungiert F' = G, wenn eine natiirliche
Transformationn: Ide — GF existiert, sodass fiirjedes f: X — GY (inC)genaneinh: FX —
Y (in D) existiert mit f = Gh - nx.

Hier heifSt n die Einbeit der Adjunktion Wenn G der Vergissfunktor einer algebraischen
Theorie ist, dann kann man F' als freie Konstruktion verstehen.

Beweis. (=): Fir X € C definieren wir nx := ¢x px(idpX):

ldFX:FX—)FX

Fur die Verifikation, dass 7 natiirlich in X ist rechnen wir fiir f: X — Z:

GEfonx =GFfo¢xpx(idpx)
= C(X,GF f)(¢x,rx(idrx))
= ¢x,rz(D(FX, Ff)(idpx)) (Natiirlichkeit von ¢)
= ¢xrz(Ffoidpx) = ¢xrz(idpz o Ff) (Neutrales Element id)
= ¢x,rz(D(Ff, FZ)(idrz))
=C(f,GFZ)(¢zrz(idrz)) (Nattrlichkeit von ¢)
= ¢z rz(idpz) o f=mnzo f

Fir die universelle Eigenschaft sei nun f: X — GY gegeben. Man muss nun verifizieren,

dass ¢;{1y( f): FX — Y das Diagramm

ot
GFX (ox v (f))

¢X,FX(idFX)T /
f

X

GY

kommutiert und obendrein der einzige Morphismus F'.X — Y mit dieser Eigenschaft ist
(siehe Blatt 7).

(<): Sei n:1de — GF mit der universellen Eigenschaft gegeben. Nun muss man verifizie-
ren, dass

¢xy(h):=Ghonx  ¢xy:D(FX,Y) - C(X,GY)
eine natiirliche Transformation ist und dass jedes ¢ x y bijektiv ist (siche Blatt 7). ]
Beispiel 5.5 (Ubungsaufgabe, Blatt 3). Betrachte den Vergissfunktor U: G-Set — Set aus
Beispiel 3.7.(a) fiir eine beliebige Gruppe G. Dann gibt es einen Funktor F': Set — G-Set

mit F'X = (G x X, +) der linksadjungiert zu U ist. Die Einheit nx: X — G x X schickt =
auf n(x) = (e, x), wobei e das neutrale Element von G ist.
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Proposition 5.6 (Ubungsaufgabe). Adjungierte Funktoren sind eindeutig (bis anf natiirlichen
Isomorphismus): Fiir Adjunktionen F = G und F' = G gibt es einen natiirlichen Isomorphis-
mus F = F',

In der universellen Eigenschaft (Lemma 5.4) wird die Natiirlichkeit von 7 und die Wirkung
von [ auf Morphismen gar nicht verwendet. Tatsichlich ergibt sich beides bereits auf ein-
deutige Weise aus der Wirkung von F' auf Objekten objC — objD und der universellen
Eigenschaft:

Lemma 5.7. Seien ein Funktor G: D — C, eine Klassenfunktion F': 0bjC — obj D und eine
Familie von Morphismen (nx: X — GFX)uyc mit der Eigenschaft gegeben, dass fiir jedes
[+ X = GY (inC) genan ein h: FX —'Y (in D) existiert mit f = Gh - nx.

Dann ldsst sich F' auf eindeutige Weise zu einem Funktor F':C — D erweitern, sodass 1) eine
natiirliche Transformation ist und F' — G eine Adjunktion mit Einbeit 1.

Ein Morphismus c: X — Z in C wird dann von F' auf den eindeutigen Morphimus
Ffi=h:FX - FZ mit ngz;-c=Gh-nx
\.ﬂ_J
f
geschickt:

GFX -4 qFz (5.1)

Beweis. Wir verifizieren zuerst, dass F' die Eigenschaften eines Funktors hat:

1. F erhilt Identititen: Da G Identititen erhalten ist idpx ein Morphismus, der folgen-
des Diagramm kommutieren ldsst:

GFX S4X, apx

o]

X — L x

Aus der Eindeutigkeit der universellen Eigenschaft ergibt sich daher Fidy = idpy.

2. F erhilt Komposition: Betrachte ¢;: X — Y und ¢:Y — Z. Da G Komposition
erhilt, kommutiert folgendes Diagramm:

G(FcyoFcy)

( N
arx S5 qry G52 Rz

w] al |

X —= Sy —=2 47
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Aus der Eindeutigkeit der universellen Eigenschaft fiir 7 o (cp 0 ¢1): X —» GFZ
folgt, dass Fleg 0 Fiey = F(¢g 0 ¢q).

Dass Gleichung 5.1 die einzige Moglichkeit ist, F' zu definieren, ergibt sich aus der Eindeu-
tigkeit von linksadjungierten Funktoren (Proposition 5.6). Per Definition von Gleichung 5.1
ist 7 eine natiirliche Transformation Id, — G F. O

Definition 5.8. Fur jeden Funktor F': C — D erhilt man einen Funktor F' P.C® - D
per F°X := FX und F*f := F'f.

Korollar 5.9. Wenn F < G, soist GP < F°.

F PP
C1>D e  C*_ 1 D"
G GOP
Beweis. C°°(G°PD,C) = C(C,GD) = D(FC,D) = D®*(D, F°°C) O

Die Einheit Id; — GF von F' = G heiflt dann Koeinheit von G — F°P. Das ist dann eine
natiirliche Transformation G°° F°® — 1d,, also von »Linksadjungiert® o ,Rechtsadjungiert®
nach Identitit. Die Adjunktion G®® — F°® hat selbst auch eine Einheit Idp — F°°G®®,
die widerum die Koeinheit von F' = G ergibt:

EIFGﬁIdD

Beispiel 5.10. Fiir die Exponentiation auf Mengen (=) X A — (—)A (Beispiel 5.3) ist die
Koeinheit Funktionsevaluation:

ex: X'xA— X ex(f,a) = f(a)

5.2 Von Gruppenoperationen zu Nominalen Mengen
Definition 5.11. Fiir eine Gruppenoperation (X, +) in &¢(A)-Set schreiben wir
X := {x € X | x hat einen endlichen Support}.

Proposition 5.12. Der Inklusionsfunktor J: Nom — &¢(A)-Set hat einen Rechtsadjungier-
ten, der auf Objekten durch (=), gegeben ist.

J (=)

Beweis. Wir kombinieren Korollar 5.9 mit Lemma 5.7 und verifizieren: fiir jedes G¢(A)-
set X gibt es eine dquivariante Abbildung ey: J(Xg) — X, sodass fiir jede dquivariante
Abbildung f:JY — X von einer nominalen Menge Y genau ein h:Y — Xy mit f =
ex o Jh existiert:

J(Xg) < gy

o /

X
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Die Koeinheit ex: J(X;) — X ist die Inklusion X € X. Fiir f:JY — X, also einer
dquivarianten Abbildung f:Y — X, wobei Y eine nominale Menge ist, setzen wir h := f.
Denn wenn jedes y € Y einen endlichen Support S € A hat, so ist S auch ein endlicher
Support von f(y) € X (Lemma 4.12). Daher ist das Bild von f eine Teilmenge von Xg. Da
die Inklusion ex: J(Xg) — X injektiv ist, muss fiir die Eindeutigkeit nichts weiter gezeigt
werden. ]

Definition 5.13. Fiir G¢(A)-sets X und Y schreiben wir
(X = Y) :=Set(X,Y)s = {f: X = Y | f hat endlichen Support }

Per Definition ist X — Y eine nominale Menge. Wenn es aus dem Kontext klar ist, schrei-
ben wir fiir nominale Mengen X und Y auch einfach

Y = (X o, Y).
Proposition 5.14. Fiir alle nominalen Mengen E ist (— )E rechtsadjungiert zu (=) X E:

X X FE - Y in Nom
X - Y® in Nom
Wie in Set ist auch hier die Koeinheit Funktionsapplikation:

(-)xE- (=)  also:

ex: XX E - X ex(f,e) = f(e)

Beweis. Fir f: XXE — Y miissen wir zeigen, dass es genau ein h: X — V" mit ey (h(z),e) =
f(z,e) firalle x € X, e € E gibt:

YEXE 22 X xE

|

Y
Wir definieren h per Currying:

X - Y"” hz) = (e f(x,e))

Hierfiir miissen wir iiberpriifen, dass h(z) fiir alle # € X endlichen Support hat, also
in Y? = Set(E,Y )i S Set(E,Y) liegt und dass h dquivariant ist. Beginnen wir mit
Aquivarianz, wobei die Gruppenoperation auf Y* durch Konjugation * gegeben ist. Fiir

WEGf(A)Z
wxh(z) =7k (e fze)) = (em - flo,n -e))
=(ew fn-zm 7 -e)) = (e fln-w,e)) =h(r- )

Hier haben wir genutzt, dass f 4quivariant ist. Der endliche Support von z liefert einen
endlichen Support von h(x). Fir 7 € Fix(supp(z)) verifizieren wir:

mx h(x) =h(r-2)=h(x)

In der ersten Gleichung haben wir bereits bewiesene Aquivarianz von h genutzt. Dass h die
einzige (dquivariante) Abbildung X — Y mit f(z,e) = ey(h(x),e) = h(z)(e) ist, folgt

nun wie in Set. O]
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Ahnlich wie den Funktionsraum kénnen wir auch die Potenzmenge einschrinken: Die Teil-
mengen M S X in &¢(A)-Mengen entsprechen ja den Abbildungen X — 2 (siche Blatt
2) und analog entspricht X —¢ 2 genau den Teilmengen mit endlichem Support:

Definition 5.15. Fiir G¢(A)-sets X schreiben wir P (X) 1= (P(X))s.

Beispiel 5.16. Eine Teilmenge M S A hat endlichen Support gdw. sie endlich oder koend-
lich ist, d.h. falls sie selbst oder ihr Komplement endlich ist.

M falls M endlich

M) =
suppp, 4 (M) { A\ M falls M koendlich

5.3 Bindungsfunktor

Der Bindungsfunktor [A] ist sowohl rechts- als auch linksadjungiert. In den Ubungen ha-
ben wir bereits den Linksadjungierten untersucht:

Proposition 5.17. (—) * A - [A].
Beweis. Wie in den Ubungen bereits verifiziert, induziert jede dquivariante Abbildung
f: X — [A]Y eine iquivariante Abbildung h: X * A — Y (und umgekehrt). Die Ein-

heit
nx: X = [A](A % X) nx(z) = {(a)(a, ) fiir frisches a

ist wohldefiniert und erfiillt dann [A]h o nx = f. N

Fiir die Konstruktion des Rechtsadjungierten von [ A ] nutzen wir die Abbildungen mit end-
lichem Support und folgendes Ergebnis:

Lemma 5.18. Firalle f: X —¢ Y und x € X gilt
suppy (f(2)) & suppyx (f) U suppx ()
Beweis. Die Koeinheit ey: Y x X = Y, (f,2) ~ f(z) der Adjunktion (=) XY — (=)

ist dquivariant und der Support auf dem Produkt ist durch die Vereinigung gegeben, und
damit:

suppy (f()) = suppy (ev(f, x)) € suppyxyx(f, ) = suppyx(f) Usuppx(z) [
Lemma 5.19. Wenn (a)x = (b)y in [A]X unda + b,soista #f yundb § x.

Beweis. Mittels supp({a)z) = supp(x) \ {a} gilt:

a ¢ supp({a)z) = supp({b)y) = supp(y) \ {b}.

Durch a # b ist a ¢ supp(y), also a # y und symmetrisch b # . O
Lemma 5.20. Wenn (a)x = (b)y in [A]X,s0ist (a b) - x = y.
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Beweis. Per Definition von ~, gibt es ein frisches ¢ € A mit
(a ¢)-xz=(bc)-y also (bc)-(ac)-z=y

Falls @ = b, so ist x = y und nichts mehr zu zeigen. Falls a # 0, so liefert Lemma 5.19 dass
b # x. Zusammen mit der Frischheit ¢ ¢ supp(z) gilt per Lemma 4.18:

(a b)-x=(bc)-(a c)-x=y. ]

Bemerkung 5.21. Aus (a b) - x = y folgt im Allgemeinen nicht (a)z = (b)y. Fir X :=
P:(A) und a,b € A gile

(a b) ~M = \{_aﬂ aber (a){a,b} + (b){a,b}.

(4 Y

Proposition 5.22. [A]: Nom — Nom hat einen Rechtsadjungierten R: Nom — Nom, der
auf Objekten gegeben ist durch:

RX ={g:A —»¢ X | fiirallea € Aista § g(a)}

Die Koeinheit lautet:

ex:[A]J(RX) - X ex({a)g) = g(a)

Beweis. Fiir die Wohldefiniertheit der Koeinheit € sei {a)g = (b)g'. Nach Lemma 5.20 ist
(a b)*xg=g. Fallsa =0, soist g =g und nichts mehr zu zeigen. Falls a # b, soist b # ¢
und

g'(0) = ((a b) * g)(b) = (a b) - g((a b)-b) = (a D) - g(a)
Wegen g € RX ista #§ g(a). Aus b # ¢ folgt mittels Lemma 5.18 auch b # ¢g(a). Insgesamt
ist schliefllich (a b) - g(a) = g(a).

Fiir die universelle Eigenschaft betrachte f:[A]X — Y, wofiir wir nachweisen miissen,
dass genau ein h: X — RY existiert mit:

[AJ(RY) 2 Ta]x

o|

Y
Definiere h: X — RY via
Wz) = (a v f({a)z))
Zur Wohldefiniertheit: Nachdem % durch Currying von (z,a) + f({a)z) entsteh, lie-
fert die Adjunktion fiir (=) X A (=)* sofort, dass h(x) endlichen Support hat. Da f

dquivariant ist, folgt supp(f({a)x)) € supp(z) \ {a} und weiter a § h(z)(a), was die
Bedingung fiir h(x) € RX ist.

Der ,lange“ Pfad im obigen Dreieck vereinfacht sich wie folgt fir alle g: X — RY und
(a)r € [A]X:

(ey o [Alg)((a)z) = v (([Alg)((a)x)) = ey ((a)(g(x))) = g(z)(a)
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Somit gilt fiir alle g: X — RY":
eyo[Alg=f <= [f({a)z) = g(z)(a)

Die Richtung < zeigt, dass h das gewiinschte Dreieck oben kommutieren lisst, und die
Richtung = zeigt, dass /v die einzige solche Abbildung ist. O

6 Nominale Datenstrukturen

6.1 Funktor-Algebren

Definition 6.1. Fiir einen Funktor F': C — C besteht eine F-Algebra (A, a) aus
(a) einem Triger A € C, und

(b) einer Struktur a: FA - A

Ein Homomorphismus von F-Algebren h: (A, a) — (B,b) ist eine Abbildung h: A —» B
mit der Eigenschaft h-a =b- Fh.

FA—/— A

th lh
FB—> B
Alg(F') bezeichnet die Kategorie der F-Algebren mit ihren Homomorphismen.

Es ist nicht schwer, nachzupriifen, dass die Identititen in C genau die Identititen in Alg(F")
sind und dass die Komposition in Alg(F’) genau die Komposition der Grundkategorie C ist.

Beispiel 6.2. Jede Gruppe (G, e, -) ergibt eine F-Algebra fiir den Mengenfunktor F': Set —
Set mit F.X = {e} + X X X:

@wFG—G  a(in(0)=e  a(iny(g,9))=9g-¢
Umgekehrt ist nicht jede F-Algebra (A, a) auch eine Gruppe, da a: FA — A keinerlei
Axiomen unterliegt.

Definition 6.3. Ein Objekt 0 € C heiflt Initialobjekt, wenn es fiir jedes X € C genau ein
Morphismus 0 — X existiert.

Wenn in einer Kategorie ein Initialobjekt existiert, dann ist es eindeutig bis auf (eindeutigen)
Isomorphismus.

Beispiel 6.4. In Set und in Nom ist die leere Menge das (einzige) Initialobjeke.
Die initiale F-Algebra ist das Initialobjekt in Alg(F"), sofern eines existiert:

Beispiel 6.5. Fiir den Mengenfunktor F. X = {e} + X X X bilden die Binirbiume den
Triger T des Initialobjekts in Alg(F"). Die Struktur ¢t: {e} + T' X T" — T besteht aus
den Konstruktoren: £(in;(®)) ist ein Baum, der nur aus einem einzigen Blatt besteht, und
t(iny(r, s)) konstruiert aus Binirbiumen 7 und s einen neuen Baum mit Kindern r und s:

t(in (o)) = und t(inz(A,A)) = f ?
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ot +/ x] —Z> I i e 0 ° l;) °
{ } | |n2( 3 ) A
: ° °
id{e} +hxh 13h id{ey+hxh I
' h
M
{e} +NxN —— N iny(0,1) —m—=—— 2
e ()

(kyn) — 1+max(k,n)
Abbildung 4: Das Homomorphismus-Quadrat fiir die Héhenberechnung eines Bindrbaums
Fiir jede F-Algebra (A, a) induziert (T, t) einen eindeutigen Homomorphismus h: (7', t) —
(A, a). Sei beispielsweise A = N und a definiert durch
a(ini(e)) =0 a(ing(k,n)) =1 + max(k,n).

Der hierfiir induzierte Homomorphismus h: T — N berechnet die Héhe eines Bindrbaums

(vgl. Abbildung 4):
M) =0 und  A( )= 1 max(h(/), B(/50)),

Aus dhnlichen Griinden ist A der Triger der initialen Algebra fir A+ AX (=) + (=) x(-):

Beispiel 6.6. A ist Triger der initialen Algebra fir
F:Nom — Nom FX=A+AXxX+XxX.
Die Struktur £y: FA — A ist gegeben durch:

lo(iny(a)) = a lo(ing(a,t)) = Aa. t ly(ing(r, s)) = rQs

6.2 M\-Terme modulo oz—Aquivalenz

Theorem 6.7. A[=, ist der Triger der initialen Algebra fiir G: Nom — Nom, GX = A +
[A]X + X x X.

Hierfiir nutzen wir die natiirlichen Quotienten ¢: A X (=) — [A] und ¢: F = G, wobei
F der Funktor fur A-Terme ist (Beispiel 6.6).

Beweis. Wir definieren die Struktur: £: A + [A](A/=,) + A/=, X A/ =, via:

((iny(a)) =[ala  Lino({a)[t]s)) = [Na.t]e  L(ing([r]a, [s]a)) = [r@s],
Wir definieren erst die Wohldefiniertheit von ¢ und danach die universelle Eigenschaft.

Wobldefiniertheit: Die Wohldefiniertheit von £(iny(—)) und ¢(ing(—)) ist klar. Fiir die Wohl-
definiertheit von £(iny(—)) sei (a)[t], = (b)[s]a. Per Definition von [A] gibt es ein fri-
sches ¢ mit (a ¢) - [t], = (b ¢) - [s], und damit

[(CL C) : t]a = (CL C) : [t]a = (b C) : [S]a = [(b C) : s]a
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und
(a ¢)-t=,(bc)-s

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass c frisch ist fiir ¢t und s
(die Definition von [A] fordert lediglich, dass c frisch fiir [¢], und [s], ist). Per Regel fiir
die konkrete Relation =, auf A folgt, dass Aa.t =, Ab. s und damit [Aa.t], = [Ab. 5],

wie gewiinscht.

Universelle Eigenschaft: Fir eine gegebene G-Algebra b: GB — B definieren wir f: A — B,
indem wir die universelle Eigenschaft von (A, ¢) auf die F'-Algebra (B, bo gp) anwenden:

FA fo A

Ffl iEI!f
FB-2,G6B ‘> B

g(a) = g(ini(a))  g(Aa.t) = b(ina((a)(9(2))))  g(r@s) = b(inz(g(r), g(s)))

Wir definieren nun h: A/=, — B per h([s],) = g(s). Fiir die Wohldefiniertheit iiberprii-
fen wir per Induktion, dass fiir alle ¢1,t, € A mit t; =, t5 auch f(t;) = f(¢2) gilt:

* Fiir a =, a ist nichts fir f(a) = f(a) zu zeigen.

e Far t,Qp, =, t,Qp, gilt t; =, t5 und p; =, po. Per Induktionshypothese gilt al-
so f(t1) = f(ta) und f(p1) = f(p2). Da f ein Algebrahomomorphismus ist, gilt
ebenso f(t,@p;) = f(t,@py).

* Fiir \v,.t; =, Avg.ty existiert ein frisches ¢ mit (v, ¢)-t; =, (vy ¢) -ty (Definition
der expliziten a-Aquivalenz auf A). Per Induktionshypothese und Aquivarianz von f

folgt
(v ¢) - f(t1) = f((v1 c)-t1) = fF((vy ¢) - t3) = (vy ) - f(t2)

Per Aquivarianz von f ist ¢ auch frisch fiir f(¢;) und f(¢) und per Definition der
abstrakten a-Aquivalenz auf A x (—) folgt:

(o) (f(t1)) = (v2) (f(22))

und damit:

J(wvyty) = f(lo(ing(v1,21))) = 0(Ge(F f(ina(vy1,t1)))) = b(ina(gp(vy, f(21))))
= b(ina({v1)(f(t1)))) = b(ina({v2)(f(£2)))) = ==- = f(Ava.ty)

Somit ist h: A/=, — B wohldefiniert und erfiille 4 o [—], = f. Fiir die benétigte Homo-
morphieeigenschaft geniigt es, folgendes Diagramm zu betrachten:

Lo

qu Def. ¢ l[—]a
-1, , FX=A+AXX+XxX
Ffl  GA —>» G(A[=,) —> A=, |r GX=A+[A]IX + X x X
Nat.qm J'Gh ? lh
— FB — GB B«

aB b
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Das obere Quadrat kommutiert genau, weil £ wohldefiniert ist (vgl. Definition von ¢ oben).
Das duflere Quadrat kommutiert per Definition von f. Da die Abbildung G[—], © g ein
Epimorphismus in Nom ist, kommutiert auch das untere gewiinschte Quadrat, also ist & ein
Homomorphismus von G-Algebren.

Die Eindeutigkeit von h folgt aus der Eindeutigkeit von f, wieder mittels des Epimorphis-
mus [—]: A > A/=,. O

Das Uberraschende an diesem Resultat ist, dass es also egal ist, ob man Oz—Aquivalenz fir
komplette Terme definiert (wie zu Beginn von Abschnitt 4.2) oder ob man a-Aquivalenz
ebenenweise betrachtet.

Beispiel 6.8. (v y) - [(Az.2) 2], = [(z y) - ((Ay-y) v)]o-

Beispiel 6.9. Wir konnen capture-avoiding Substitution als dquivariante Abbildung

subst: A/=,xAxXA/=, — A/=,
subst: A/=, — AXA/=, - A=,

rekursiv definieren, indem wir eine passende Algebra-Struktur
riA+[AJR+RXR— R auf R:= (A=, M),

definieren:
AXA/za_’fsA/za

t fallsa=0
a fallsa+0b

r(inﬂ= (b,t) —
€A
r(ing(f@p)) = (b,t) = L(ing(f(b,1)@p(b,1)))
€ERXR
r(ing({a)s)) = (b, 1) = £(inx({a)(s(b,1))))

—r—

e[A]R
Im Fall der Variablenbindung miissen wir nicht explizit nach a = b unterscheiden. Wegen

des Bindungsfunktors und weil das Frische Produkt (=) * A dessen Linksadjungierter ist,
wurde der Reprisentant (a)s schon automatisch so gewihlt, dass a # .
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7 Automatentheorie

In der iiblichen Theorie deterministischer endlicher Automaten spiegelt sich der Aspekt der
Endlichkeit nicht nur in der Zustandsmenge, sondern auch im Eingebealphabet ¥ wider.
Der Grund dafir ist, dass fiir unendliche Eingabealphabete selbst einfach strukturierte Spra-
chen wie die folgende nicht von endlichen Automaten erkannt werden kénnen:

Beispiel 7.1 (Ubungsaufgabe). Fiir ein unendliches Eingabealphabet ¥ gibt es keinen end-
lichen deterministischen Automaten, der folgende Sprache akzeptiert:

L:={awa | a € X,w e X"}

Wire ¥ endlich, so gibt es einen deterministischen Automaten mit 1+2-|X| Zustinden: Fiir
das erste Eingabesymbol @ merkt sich der Automat das Zeichen a im Zustand und wechselt
anschliefend zwischen einem finalen und nichtfinalen Zustand, je nach dem, ob das letzte
Eingabezeichen a war oder nicht, siche Abbildung 5. Mittels nominaler Mengen, kénnen
wir diesen Akt des Merkens explizit machen und auch unendliche Eingabealphabete unter-
stiitzen.

2\{a}

— (D

Z\{a}

(W @D
%/Cj \—/ |3 |-viele

2\ {0}
E\{b}

O @D

Abbildung 5: Ein Automat fiar L = {awa | a € %, w € X7}

E\{}

Definition 7.2. Fir eine nominale Menge Y, genannt (Eingabe)alphabet besteht ein nicht-
deterministischer nominaler Automat aus folgenden Daten:

(a) Einer nominalen Zustandsmenge )
(b) Einer idquivarianten Ubergangsrelation 6 € Q X X X Q.
(c) Aquivarianten Teilmengen I € Q) und F' € Q) von Initial- und Finalzustinden.

Ein nominaler Automat heif3t

¢ orbit-endlich (NOFA), wenn () orbit-endlich ist,
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* deterministisch, wenn ¢ der Graph einer Funktion () X ¥ — @) und I einelementig
ist.

* DOFA, wenn er deterministisch und orbit-endlich ist.
* endlich, wenn () endlich ist.

Lemma 7.3. Wenn ein nominaler Automat deterministisch ist, dann ist 5: () X X — (@) eine
dquivariante Abbildung.

Beweis. Einfaches Durchrechnen. O]

Beispiel 7.4. Die endlichen nominalen Automaten sind genau die Giblichen (deterministi-
schen bzw. nichtdeterministischen) endlichen Automaten.

7.1 Sprachsemantik

Definition 7.5. Ein Lauf (engl.: run) eines Worts a;+-+a;, = w € ¥ (der Linge k) ist eine
Sequenz von k + 1 Zustinden qq, ..., qx € @ mit (¢;, @;11,¢+1) € 0 fiir alle ¢ < k. Ein
Lauf qq, . . ., qi ist akzeptierend, wenn g, € F.

..

Die Sprache L(q) € % eines Zustands q € () eines nominalen Automaten ist durch
L(q) = {w € ¥ | w hat einen akzeptierenden Lauf qq, ¢, ... mit ¢y = q}
definiert. Alternativ kann man L(q) rekursiv definieren:
L(¢):i={e|qge F}u{aw e X" |aeX,qd € Q,(q,a,q) € 6,w e L(q)}

Die Sprache des Automaten ist dann die Sprache seiner Initialzustinde:

L:=|]L(q)

q€el

Beispiel 7.6. Fiir jede nominale Menge 3 wird die Sprache
L:={awa | a € X, we X"}

von einem Automat mit der nominalen Zustandsmenge () := 1 + 2 X X akzeptiert:
e [ = in]_(.)
» F:={(1,a) | a € X}

* d:={(e,a,(0,a)) EQXEXQ|a€X}
U {((k,a),a,(1,a)) EQXEXQ | k€2a€X}
U {((k,a),b,(0,a)) EQXEXQ|k€2abeX, a+b}
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Die Ubergange sind wie im endlichen Fall in Abbildung 5 zu verstehen. Tatsichlich ist § der
Graph einer Funktion:

(1,a) fallsa=5b

6(e,a) = (1,a)  O((k,a),b) = {(0 a) fallsa # b

Fir speziellere Eingabealphabete > erhalten wir:
* Wenn X orbit-endlich ist, so ist auch () orbit-endlich.
* Wenn X sogar endlich ist, so dann auch Q.

Beispiel 7.7 (Ubungsaufgabe). Die Sprache L = {wavau | w,v,u € %, a € X} (mindes-
tens ein Zeichen kommt mindestens zweimal vor) wird von einem NOFA erkannt.

Theorem 7.8 (Ubungsaufgabe). Die Semantik eines nominalen Automaten L: Q) — Pe (2 )
ist dquivariant.

7.2 Abschlusseigenschaften
Proposition 7.9. Die Sprache
LM = {ai---ay | k € N, a; € A paarweise verschieden}

wird von keinem orbit-endlichen Automaten erkannt.

Beweis. Sei () die Zustandsmenge eines orbit-endlichen Automaten, der o akzeptiert. Auf
Grund der Orbit-Endlichkeit von ) existiert das Maximum:

n := 1+ max |supp(q)]|
q€Q
Wihle k := 2 - n verschiedene Atome a4, . . ., as., € A, womit wir ein Wort
ay+++Qy., € A

in der Sprache erhalten. Fiir dieses Wort muss mindestens ein akzeptierender Lauf des Au-
tomaten existieren:

aq cen Ay, Ap+1 cee ag.,

Per Definition von n ist |supp(g,)| < n, also gilt:

|{a17"'7an}| > |SUpp(qn)| und |{an+17"'7a2~n}| > |Supp(Qn)|

Sei a; € {&17 s >an}\supp(Qn): a; € {an+17 s 7a2n}\supp(QR) und setze 7 1= (ai aj)'
Per Support von g, erhalten wir

T dn = Qdn-
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Das nutzen wir, um die erste Hilfte des obigen Laufs mittels 7 umzubenennen und den
Rest unverindert zu lassen: Aus der Aquivarianz von J erhalten wir den Lauf

aq oo ay, Ayt oo ag.p,
—_ —_ —_— —
1
R3] ‘e ™ ay,
— — —

Per Aquivarianz von [ erhalten wir 7 « ¢y € I. Also akzeptiert der NOFA das Wort

(7T‘CL1) (7T : an) Apy1 **° A2y

Das ist aber ein Widerspruch, weil dieses Wort das Atom a; = 7(a;) zweimal enthilt und

daher nicht in L enthalten ist. OJ

Korollar 7.10. Die Klasse der Sprachen, die von NOFAs erkannt wird, ist nicht abgeschlossen
unter Komplement.

Beweis. Die Sprache aus Beispiel 7.7 wird von einem NOFA erkannt, deren Komplement
jedoch nicht (Proposition 7.9). [

Lemma 7.11. Die Klasse der Sprachen, die von DOFAs erkannt wird, ist abgeschlossen unter
Komplement.

Daraus ergibt sich, dass die Determinisierung von NOFAs im allgemeinen fehlschligt; es gibt
also NOFAs deren Sprache von keinem DOFA erkannt wird:

Korollar 7.12. Nicht alle NOFASs lassen sich determinisieren.

Beweis. Betrachte den NOFA zur Sprache L = {wavau | w,v,u € ¥*,a € %} aus Bei-
spiel 7.7. Gibe es einen DOFA, der L erkennt, so gibe es nach Lemma 7.11 auch einen

DOFA, der dessen Komplement L™ =y \ L erkennt. Es gibt jedoch nicht einmal einen
NOFA fiir =° \ L (Proposition 7.9). O
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8 Prﬁgarben: Nominale Mengen im Kontext

Um Terme mit eingebetteten Variablen aus A als mathematische Struktur zu modellieren,
gibt es (mindestens) zwei grundsitzliche Herangehensweisen:

1. Variante 1: Fir einen gegebenen Term t kann ich per Struktur abfragen, welche Va-
riablen supp(t) € P;(A) darin (frei) vorkommen. Wie wir gesechen haben, muss
supp(t) gewisse Axiome erfiillen, um mit der Intuition von Variablen vertriglich zu
sein.

2. Variante 2: Fiir eine gegebene (endliche) Menge von Variablen S € P;(A) kann ich
per Struktur abfragen, welche Terme man unter Verwendung (ausschliellich) dieser
Variablen .S’ bauen kénnte. Die Menge S' ist also ein Kontext, in dem ein Term exis-
tiert.

Welche Axiome sollte man bei Termen in Kontexten einfordern? Hier einige Vorschlige:

* Monotonie: Wenn S € S' und S, S' € Pr(A), dann sollte jeder Term ¢, der sich
mittels der Variablen aus S bauen ldsst, auch mit den mehr zur Verfigung stechenden
Variablen S' bauen lassen.

* Opake Namen: Die Terme t, die ich aus S € P¢(A) bauen kann, sollte nicht von der
konkreten Wahl der Namen abhingig sein: aus {a, b} sollten bis auf Umbenennung
die selben Terme wie aus {v, w} bildbar sein.

o Schnitterhaltung: Wenn ich einen Term ¢ sowohl mittels der Variablen S € P¢(A) als
auch mittels S' € P;(A), dann sollten im Term nur solche Variablen vorkommen,
die sowohl in S als auch in S’ enthalten sind. Und damit sollte es auch moglich sein,
den Term t aus S N S’ zu bauen.

Die ersten zwei Axiome treffen Aussagen zu injektiven Abbildungen zwischen Kontexten:
Definition 8.1. Die Kategorie I der Kontexte enthilt folgende Daten:
* Objekte: objI := P¢(A). Wir nennen eine endliche Teilmenge I' € P;(A) Kontext.
* Morphismen: I(I', A) := {p:T' = A | ¢ injektiv }.
* Identititen und Komposition sind wie in Set.

Die Kategorie der kontextabhingigen Strukturen ist dann die Funktorkategorie:
[T, Set]

Dies ist eine Kategorie, da I klein ist. Ein Objekt X € obj[L, Set] nennt man Prigarbe
(engl.: Presheaf). Wir verstehen ein solches X als Zuordnungsvorschrift, die jedem Kontext
I' € T eine Menge von Termen X (I') € Set zuordnet, die intuitiv im Kontext I' existieren.
Fiir jede (injektive) Umbenennung o:I" = A erhalten wir eine Abbildung X (9): X(I') —
X (A), die Terme im Kontext I" auf Terme im Kontext A abbildet.

8.1 Adjunktion zu Nominalen Mengen

Im Folgenden werden wir die Kategorie der nominalen Mengen Nom per Adjunktion zur
Funktorkategorie [I, Set] in Bezichung setzen und zeigen, dass Nom genau den schnitter-
haltenden Funktoren in [I, Set] entspricht.
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Notation 8.2. Fiir eine Abbildung f: X — Y und Z ¢ X bezeichnet f|z:Z — f[Z],
2+ f(z) die Restriktion von f auf den Definitionsbereich Z.

Definition 8.3. Setze K: Nom — [I, Set] per:
(KX)(T):={x € X |supp(x) €T}
= {z € X | I ist ein Support von z}
Fiir 0: T » A setze KX (0): KX(I') » KX (A) per:
KX(o)(z)=m-x fiir beliebiges 7 € &¢(A) mit 7| = p (8.1)
Fiir jede dquivariante Abbildung f: X — ¥ und T € I setze
(Kf)r: KX(T) - KY(I')  (Kf)r(z) = f(z) (8.2)
Bemerkung 8.4. Die Bedingung 7|1 = ¢ bezieht sich lediglich darauf, dass der Graph der
Funktionen identisch ist, also Va € T': w(a) = o(a).

Proposition 8.5. K ist ein wobldefinierter Funktor Nom — [, Set].

Beweis. Fur jede nominale Menge X € Nom verifizieren wir zunichst, dass X ein Funk-
tor I — Set ist:

* Fir die Definition auf Objekten ist nichts zu zeigen.

* Wohldefiniertheit von K X (0)(x): per Lemma 4.18 ist 7+ unabhingig von der Wahl
von 7. Per A4 auf Blatt 5 gibt es mindestens ein solches 7 € G¢(A).

* KX(o)(x) € KX(A): da supp dquivariant ist, folgt aus supp(z) € I" auch
supp(m-x) =7m-supp(z) €7 -I'=x['] = o[l'] € A
und damit ist 7 - 2 ein Element von K X (A).
* KX erhilt Identititen: fir ¢ = idp kann 7 = id, gewihlt werden:

KX(IdF)(ZE) = ldA cr =X also KX(ldF) = ldKX(F)

¢ KX erhilt Komposition: fir p:I' > A und 0t A = A mit entsprechenden 7, =
G¢(A) erfiillt auch (7' - 7) die gewiinschte Eigenschaft fiir (¢ o ):T' » A’ aus
(8.1):

EX(0)KX(o)(z)) =7 - (w-2)=(x -7) -2 = KX(¢ 0 0)(x)

Es bleibt noch zu prifen, dass wir fiir jede dquivariante Abbildung f: X — Y eine na-
tiirliche Transformation K f: KX — KY (zwischen den Funktoren K X, KY:I — Set)
erhalten. Zunichst ist fiir jedes I' € T und € KX(I') in der Tat auch (K f)r(z) in
KY(I'), da supp(f(x)) € supp(xz) € T' (Korollar 4.13). Fiir o:I" > A lautet das zu
prifende Natiirlichkeitsquadrat:

r Kx(r) =500 5 gy ()
QI KY(Q)l lKY(Q)
A KX(A) =202 gy ()

46



Fiir x € KX(I') und zu o passendes 7 € &¢(A) gilt:

KY (0)((K f)r(z)) = KY (0)(f(x)) =7 - f(2) (tlr = o)
= f(m-x) (f dquivariant)
= (Kf)a(m-x)
= (Kf)a(KY (0)(z)) (7lr = o)

Aus der Definition von K f ist sofort klar, dass K Identititen und Komposition erhilt. [

Definition 8.6. Aus einer Prigarbe F': I — Set konstruieren wir die nominale Menge
JE :={(I',z) | T € P;(A),z € FT'}/~
wobei die Relation ~ definiert ist durch:
(Iz) ~(Ay) <= 3IATY2TUA: F(I - T)(z)=F(A - YT)(y)
Intuitiv identifiziert ~ zwei Terme aus unterschiedlichen Kontexten, wenn sie in irgendei-

nem grofleren Kontext den gleichen Term bezeichnen. Hier bezeichnet A < T die Injekti-
on einer Teilmenge A in eine Obermenge Y.

Lemma 8.7. ~ isteine A'quz'valenzrelatz'on.
Beweis. Reflexivitit und Symmetrie sind klar. Betrachte fur die Transitivitit die Paare
(T,z) ~(A,y) und (A,y) ~(6,2)

mit den Zeugen Y und Y. In I kommutiert folgendes Diagramm, da es nur aus Teilmen-
geninklusionen besteht:

T,UTY,
T Ty
r A S}
Folglich ist T U T, die obere Schranke, die (I', ) ~ (O, z) bezeugt:

F(I' > TyuTy)(z) =F(T; = T UT,)(F(I'= Ty)(z))
= F(T; = T, UuTy)(F(A = 11)(y))
= F(Ty = T UT)(F(A < T3)(y))
= F(Ty = T UT,)(F(O = Ty)(2))
=F(O < T, uUTy)(2) ]

Wir schreiben [T, z]. fiir die Aquivalenzklasse von (I, z) in JF.

Lemma 8.8. Fiiralle F':1 — Set ist JF eine nominale Menge mittels der Gruppenwirkung

7 [[,z]. = [#[T], F(x|p)(x)]. fiir 7 € &¢(A) und [T, z]. € JF.
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Beweis. 1. Die Gruppenwirkung ist wohldefiniert: Sei (I, z) ~ (A,y) durch T 2 T U A
mit F(I' = T)(z) = F(A = T)(y) bezeugt. In I kommutiert das linke Diagramm:

v y

I« T > A m m

erl lﬂr lwu — FT' < Y > FA
W[F] — W[T] «— F[A] F(7r|1“)l lF(ﬂT) lF(ﬂA)

F(n[T]) — F(a[T]) «— F(x[A])
Der Funktor F schickt das Diagramm auf das rechte, das bezeugt, dass

(n[L], F(xlr)(2)) ~ (x[A], F(x]a)(y)).

2. Die Axiome der Gruppenwirkung folgen direkt aus der Funktorialitit von F'.
3. Die Menge I' € A ist ein endlicher Support von [I', z]., denn fiir alle 7 € Fix(I") gilt
7|r = idp und damit:

m- [T z]. = [#[T], F(z|r)(2)]. = [T, F(idr)(2)]. = [, z]. H

Die Adjunktion J —1 K zwischen [I, Set] und Nom werden wir mittels Lemma 5.7 bewei-
sen, woftr wir eine Familie von Morphismen

ngpt F - KJF in [T, Set] fiir jedes F': T — Set

angeben, die dann die Einheit der Adjunktion bilden. Zwar wird sich die Natiirlichkeit von
n in F' automatisch aus dem zu nutzenden Lemma 5.7 ergeben, jedoch miissen wir zuerst
verifizieren, dass jedes 17 auch ein Morphismus in der Funktorkategorie [I, Set] ist:

Lemma 8.9. Fiir jede Prigarbe F': 1 — Set gibt es

nr € [I,Set](F, KJF) definiert durch (np)r: F(I') > K(JF)(I') furl el
x v [[2].

Beweis. (np)r(z) ist wohldefiniert, weil I" ein Support von [T', z]. € JF ist und damit ist
[T, z]. € K(JF)(T). Fiir die Natiirlichkeit von (nz)r in T" sei 0:T" > A in T und ein
beliebiges m € G&¢(A) mit 7|p = o

T b [T, z].
T € () 2
r FT 55 K(JF)(T) rlice
aTm|r=
QI Fel |xwee
A FA 255 g (JF)(A) 7 [T, 2].
c Il (Def. -auf JF)

Fo(z) ———— [A, Fo(z)]. £ [x[T], F(r|r)(x)].

Die noch zu zeigende Gleichheit der Aquivalenzklassen (A, Fo(x)) ~ (w[T'], F(7|r)(z))
wird durch die obere Schranke T := A bezeugt, da 7[T'] = o[T'] € A:

F(A < A)(Fo(z)) = Fo(x) = F((x[I'] = A) o m|r)(z)
= F(n[l'] = A)(F(x|r)(x))

Somit ist 7y in der Tat eine natiirliche Transformation, also liegt 7z in [I, Set]. O
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Theorem 8.10. J lisst sich zu einem Funktor [1, Set] — Nom erweitern, der linksadjungiert
zu K ist.
J

/\

[T, Set] L Nom

~_

K

Beweis. Nachdem wir bereits eine Familie von Morphismen 7y € [I, Set](F, K JF') ange-
geben haben (Lemma 8.9), missen wir fiir die Adjunktion J — K noch deren universelle
Eigenschaft priifen (Proposition 5.6). Sei also eine natiirliche Transformation a: F' = KX
far F':1 — Set und eine nominale Menge X gegeben. Wir miissen nun eine eindeutige
dquivariante Abbildung h: JF' — X finden, fur die folgendes Diagramm kommutiert:

JF --2 L x
K(JF) 2 KX

wl

F

Fiir die Eindeutigkeit betrachte beliebiges h: JF' — X mita = Khonp und [T, z]. € JF:

Def.np

ap(z) = (Khonp)r(z) = (Kh)o((ne)r(z)) (EKh)r([T, 2]-)

2 ([r,2].)

Folglich ist  durch das kommutierende Dreieck K'h o np = « eindeutig bestimmt. Fur
die Existenz miissen wir also nur noch priifen, dass [I', z]. ~ ar(z) wohldefiniert und
dquivariant ist:

1. Wohldefiniertheit: Sei (I, ) ~ (A, y) bezeugt durch T 2 T' U A:

ar(z) = idy + ap(x)

= KX o T)(ar(z))  (Def. KX (o), (8.1), ida|r = (I & 1))
)

= ay(F(T = T)(x)) (Natiirlichkeit, sieche unten
= ar(F(A = T)(y)) ((T,2) ~ (A, )
= KX(A - T)(aaly)) (Natiirlichkeit, siche unten)

=idy - aa(y) = aa(y)
Hier haben wir folgende Natiirlichkeitsquadrate genutzt:

F(I'>Y) F(A-T)

x € FT FY FA > gy
apl laT l%
KX () 2 e vy €640 pxa)
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2. Aquivarianz von h([T', 2].) := ap(x): Fir 7 € &¢(A) gilt:

m- h([L,z].) = 7 - ar(z)

= KX (r[r)(ar(z)) (Def. KX (7|r), (8.1))
= Oéw[r](F(ﬂr)(w)) (Natiirlichkeit von «)
= h([7[T], F(r|r)(z)].) (Def. h)
=h(m-[T,z].) (Def. - fir JF)

Damit ist A([I", z].) := ar(z) die gewiinschte eindeutige dquivariante Abbildung. 0

8.2 Schnitterhaltung
Die nominalen Mengen sind genau die schnitterhaltenden Prigarben:

Definition 8.11. Eine Prigarbe F: I — Set erbdilr Schnitte, wenn fiir alle (I', z) ~ (A, y)
ein z € F(I' N A) existiert mit

FITNnAsTD)(z)==z und FI'nA <= A)(z) =y.

Insbesondere gilt (I'N A, z) ~ (T, z).

x € FT FA 3 y
F(rmAuk /F(l‘“mAHA)
F(I'nA)

w
dz

Bemerkung 8.12. Fiir schnitterhaltende Prigarben ist z € F/(I' N A) eindeutig bestimmt.
Gibe es nimlich ein weiteres solches 2 € F(I' N A) mit F(T N A = A)(Z) = v, so
wire insbesondere (I' N A, 2) ~ (I' N A, 2'). Per Schnitterhaltung gibe es also ein 2" €
F(nA)YN(I'NA)) = F(T'NA) mit 2 = Fidpaa(2') = 2.

Lemma 8.13. Fiir jede nominale Menge X erbilt KX :1 — Set Schnitte.
Beweis. Fiir gegebene v € KX(I') undy € KX (A) sei (I', z) ~ (A,y) durch T 2 TUA

bezeugt:
KX(T - T)(x) = KX(A > T)(y)

Per Definition von KX ist x = y und x € X hat sowohl I' als auch A als Support. Per
Lemma 4.9 hat = auch Support I' N A und damit ist z := 2z das gesuchte Element in
KX(I'nA). O

Umgekehrt ist jede schnitterhaltende Prigarbe isomorph zu K X fiir eine passende nominale
Menge X:

Lemma 8.14. Fiir jede schnitterbaltende Prigarbe F': 1 — Set ist ng ein Isomorphismus.

Damit ist F' also isomorph zu KX fiir die nominale Menge X := JF.
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Beweis. Wir zeigen, dass np komponentenweise injektiv und surjektiv ist:
* Fiir jeden Kontext I' € List (ng)r: F'(I') = K(JF)(I") injektiv:
Betrachte z,y € F/(I") mit
[T,z]. = (ne)r(z) = (ne)r(y) = [T, y]-
Also ist (I, z) ~ (I',y) und es gibt per Schnitterhaltung ein z € ' N I' = ' mit

r=FITNl-T)(z2)=y

* Fiir jeden Kontext I' € List (ng)r: F'(I') = K(JF)(I") surjektiv:

Betrachte [A, y]. € K(JF)(I"). Per Definition von K ist I" ein Support von [A, y]..
Wihle eine beliebige Injektion g: (A \ T') » A\ (A UT) und definiere’

o(a)  Wennae€A\T
m€&(A) mic  m(a) =10 (a) Wenna € Im(o)

a sonst.
Folglich ist m € Fix(I') und damit:

[Ayl. =7 [Ay]. = [7[AL F(x]a)(W)].

Da F' Schnitte erhilt, gibt es ein z € AN 7[A] mit (A N7[A],2) ~ (A, y) (siche
Bemerkung in Definition 8.11). Der Schnitt A N w[ A] vereinfacht sich wie folgt:

Ann[Al=Ana[(AnT)u(A\D)]=An(r[AnT]ur[A\T])
=(Ana[AnT])u(Ana[A\T]) (Distributivitit)
=(An(AnT))ua=AnT (Def. 7)

Fir z := F(ANT < I')(z) erhalten wir also
(Iz) ~(AnTD,2) = (An7[A]2) ~ (A y)
und damit (np)r(z) = [T, z]. = [A, y]. wie gewiinscht. O

Korollar 8.15. Fiir jede schnitterbaltende Prigarbe F:1 — Set und (I',z) ~ (A,y)istz €
F(I' N A) aus Definition 8.1 eindentig bestimmi.

Die beiden Lemmata zuvor ergeben in Kombination:

Theorem 8.16. Die nominalen Mengen entsprechen genau die schnitterbaltenden Prigarben.

*Man beachte die Ahnlichkeit zum Beweis von Lemma 4.9.
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9 Ausblick

Zum Abschluss blicken wir noch auf ein paar weitere nominale Konzepte:

Definition 9.1. Der Frischequantor (engl.: freshness quantifier) Wa.p beschreibt, dass eine
Aussage fiir ausreichend frisches a € A gilt:

Na.p = Die Menge A \ {a € A | ¢} ist endlich

Dieser Quantor verhilt sich gleichzeitig wie Existenzquantor und wie ein Allquantor. Man
muss nicht zwischen ,fiir ein frisches a“ und ,fiir alle frischen a“ unterscheiden, sondern
kann einfach eine Aussage ,fiir frisches a“ treften:

Proposition 9.2. Fiir eine nominale Menge X und eine dquivariante Relation R © A X X
und x € X sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Va. (a,x) € R
(b) esexistierteina € Amita § x und (a,x) € R
(c) fiirallea € Amita § x gilt (a,z) € R

Beweis. Hier ist ¢ := (a,x) € R und Wa.(a,z) € R bedeutet somit, dass
A\{a€eA| (a,z) € R}

endlich ist.
(a)=(b) Wenn A \ {a € A | (a,z) € R} endlich ist, dann ist {a € A | (a,z) € R} un-
endlich. Da supp(z) endlich ist, kann die Menge

{a € A ¢} \ supp(x)

nicht leer sein. Das bezeugende a € A mit a ¢ supp(x) und (a,z) € R ist genau das
Gesuchte.

(b)=(c) Sei @ € A mit a § = und (a,z) € R. Fir die Verifikation der allquantifizierten
Aussage sei b € A frisch fiir . Nachdem a und b frisch fiir  sind, erhalten wir (@ b) €
Fix(z) und damit (@ b) - = . Da R dquivariant ist, folgt aus (a,z) € R:

R>(a b)-(a,z)=((a b)-a,(a b)-x)=(bx).

(c)=(a) Aus die allquantifizierte Aussage ist dquivalent zur Teilmengenbezichung:

A\ supp(x) {a € A| (a,z) € R}

N

Also folgt:

V]

supp(x) A\ {a € A | (a,z) € R}

Aus der Endlichkeit von supp(z) folgt Endlichkeit der Menge auf der rechten Seite, also
Wa. (a,z) € R. O
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Beispiel 9.3. Fiir die abstrakte a-Aquivalenz auf A X X (Definition 4.40), die dem Ab-
straktionsfunktor zugrunde liegt, betrachtet man Proposition 9.2 fir die nominale Menge

X':= (A X X) x (A x X) und die Relation:
R :={(a,(vi, 1), (v9,22)) € A X X' | (v a) -2y = (vy a)-xs}

Die Relation ist dquivariant, da die Bedingung (v; a) - x; = (vy a) - x5 invariant unter
bijektiver Umbenennung ist. Dann ist a-Aquivalenz definiert durch:

(v1,21) ~q (vo,22) &= Wa. (v a)-x1=(vg a)-xs

Zusammenfassend haben Nominalen Menge schéne logische und kategorielle Eigenschaften
und dienen als mathematisches Vehikel zur Modellierung von Variablenbindung und von
Automaten fur unendliche Eingabealphabete. Verwandt zur Automatentheorie und initialen
Algebren lassen sich auch potentiell unendliche Datenstrukturen mit Bindung mittels Koal-
gebren beschreiben [8]. Wie bei den reguliren Sprachen in klassischen Mengen induzieren
auch die orbit-endlichen Koalgebren eines Funktors einen Fixpunkt mit einer entsprechen-
den universellen Eigenschaft [10, 11].
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